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ANALYSE INFINITÉSIMALE. 

i3(îi; J^^'ÂNA'LtsE lùfiflitAîmale , «léeatf mîljiôtt de 
la Métépîiysiqué et de là Géométrie ^ é^ porté 
Içng-tëfii^s l'eliîpreibte'de soB origiWé^^fde^-là les 
Tarmtioil^ qa-élle a éprouvées- dans l'fexpoatîon de 
tes principes^ et les formes difFétemes^a^ellie a 
prises entre les mains <^. I^eibiûtz^ sous le nom de 
Calcul D/fFéFentiel 3 de Ifewton^ sous le nom de 
Calcul dés Fruxîoitîs j.d'EuiePi SOUS' celui dBGalcu) 
dçs'<îifetttitésr Evanouissantes 7 tïe Maolaurin^ e|^ 
d'Atémbèr,t>^âbtis^lè;'i»6iËi de Méthode- iiite t^mite^s^ 
ta^fàhjgë'à Rjèé'W^t-ôîàélémôftede céttef'|toaly%e , 
étt'liâfàP imWdlâtèîti^tit les nouveaux Caflculs à 

du développement-ié^ sé^iëdes fôncrions^analj^iques. 
- - : >I/job)et . prinjdpdli iqoie^ nous notis .)3it<^pi^6>9i^5 . est 
db^ faire, erânoartsm cms'iliflikQPte^;P.ét^bo4es,^. d^.les 
Goni|Kmè?làveo ■ c«Ue cdô il>a:gràftg€[ ,î et dfi ^ ém qnr 
ttetomyikjnrY ® F^'^t) 4e. d^erence le^sefntieUe entre 
le Calcul I difEéfentiél:> Iftr Méthod^. des pluxîpps:^ 
cedlei ]d«s, quantités ,Ev.?îjouîssante9 y Ja Thépri^ 4?s 
Eio^esfefi b^slladesFoficj^ii^'fln^lj^tfqtleSi; loa^f^avani: 
«tbi}t>4 nei«(.fer0b9i connaître la MétKode des îDifFé-î 
rences qui sert de base au CalouLÔIfféreûtieU 
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Calcul direct des différences, 

.■\_^ j : . : ■ .-'•::> •::? ja:^.. 

^37»"*^Aî^Mi les grandeurs oa quantités que Ton 
compati Qptr'eUesj^iet qi^fiçf&t liée« par unëTiiièine 
équation . les unes preuyent augmenter o,a. diminuer 
.côntiniie}i«ni^nt ^ tandisjqoe-.le^, aigres clémeûrent 
toujoiir'#. les mêmes. Par .eiçemple^i daps)m?kçpfc^ 
dont relation est . - .. • r . -o:. ;., 

le rajrona eit constant^les ab^cîtses a: et les prdonr 
îiées y yiifi^Dt ^ub point de la courbe à l'ajutre ; 
les uaej^ ;sotit appelées qqanit^téâ cQnstante4f ,.et l^s 
eutrëd quantités variables: on désigne ordinairement 
les constantes par tejs prcfmîèr'as lettres de Falpli^b^i: 
o , h ) 0» . • et ïea varia^kslpfir Us^e^ières lettres 

^ yyy^y COSOmè OU l'a Vu (455).t; . . ,.; , T ,,:j 

La quantité dont une varjatile: augmente :o&Idi* 
minue^ en passant de son état actuel à*on>àntreF^ 
€n est appelée la différence j et: cette difEéreo^ca^ 
désigne ordinairement JpUr -la- iettre gueic'queitifin:^ 
placée au-devant de la vdriàUe r^aiiisi jjounâésii 
gner là' différence de /ir>^|idn-: écrira A^,^.-^niysera 
précédé du signe + oa'm^sfgne^-^ — ^'selon que la 
variable sera supposée^ Ofbître'oudi^croître': la'di&> 
férencedé^seradhA^'j ^ •>- '^ ' - :. i.^ :^ : 
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celle de z ser9 =b A r... &c. 

Cette manière de désigtier. les différences des va* 
riables indîcnie les quantités dont elles tirent leur 
origine y la lettre A représentant l'abréviation du 
mot différence. 

238. Il suit des notions déjà posées^ que pour 
avoir la différence d'une fonction algébrique il faut 
supposer que la variable , ou le^ Variables qu'elle 
contient', prelinent un accroissement représenté 
par à Xy ^^^ é » &C. oà rotrandbara ensuite la fonc** 
tion primitive de la, fonceion variée , et ce qui rés- 
idera sera la différence de la fonction proposée: 
ainsi pour lavoir la dii^rence de F. x^ un écrira 

, Fix-^Axy^F.x. 

Soit une équation entre deux variableé;r,y se-* 
parées Tune de Tautrey^u'on. pourra mettre par 
conséquent soiis la forme j^ == jP, jc ; on la nommera 
Jonction jj^rimitive : sî pti suppose que x recevant 
an adcroiâs^it^ent représenté ;par £lx^ Taccroissi^* 
ment correspondant de^ soit ^y , on aura Téquat 
tion variée 

qu'on appellera fonction panée : si on retrancKe 
la première de la seéonde , on aura 

' Ay=rF{x+Àx)^Fx. 

Ce sera U fonction différenâe qui déterminera le 
rapport de A\y : A ATv " . ' 

Si réquation entre les deux, variables^ étoit une 
fonctioû împlîdte , c'est-à-dire telle qu'on he peut 
pas avoir la valeur dé j^ en x , ou réciproqueiùent , 
on la désigneroit par 

F(x.y)=^o, 

A4 
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la fonction variée seroit 

et Ja fonction différence seroit 

239» ^^^ équations 

jr = F.x,ouF{x,y) = o 

expriment les rapports entre les ordonnées et le# 
abscisses d'une courbe : si Ton suppose que Tabs- 
cisse ^Pz=ix reçoit un accroissement finijPP'=:A:r 
Fîg. 5i. ®t devient ^ P , que noas représenterons par x , 
ou :r + A a? , l'ordonnée PM ^^^y deviendra 

FM'^PR^RM^y^Lyi 

on aura donc ' 

Si on développe en série le second p^embroy d'a« 
près la méthode du n**. (89), en mettant iA^? a la^ 
place de A,, on aura 

y'\'i^y^Fx'\^AxF'.X'\^^Fux^t^F'\x^...h.o. 

mais y:=F.xi 

donc on aura pour la fonction différence 

Ay^àxF'.x+-^F'x'\^^F'\x^...^c. 

Toute fonction algébrique et rationnelle âex y 
sans diviseur variable, est toujours composée de 
termes de la formel at* : ainsi le calcul des diffé- 
rences d'une pareille fonction se réduit à trouver 
celle des quantités de la forme uixK 
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Soît j' = utx^. . . on aura 

et ' Ly—ui\x'\^^xy''^Ax^... 

Le nombre dés termes de ce binôme sera toujours 
fini lorsque k sera un nombre entier positif. 
Soit pour exemple l'équation 

jr — ; -•• • i . 

\ ■ Ù . -M 

on aura ^ 

aa(x+,àx) (x+ AxY 

îia X — ai?* 2a A^ — aa?A;r — AAf* 

=— T~t — ;.* ; » 

donc Ay= f — - — ^, — \i> ^, 

. ; :.-■.. j ,^:_ ,. ' '. -^ • • 

Si l'exposant A: est négatif ou fractionnaii^e:^ les 
fonctions différences sont données par des séries 
qui ne se terminent pas. 

Prenons pour exemple la fonction^ = -, on a 

.1 Ir ' ^X àX^ AX^ AX^ _ 

•^^ / X + AX^ ..ÛÇ^^., X\ .. ÛP\^^^ -^.X^;> .X- 
AX AX* AX^ *^ 

donc Aj.=-^+-^,^~+... 

iSoît la fonctioii irrationnelle y "hà \/^. , . on aura 



* A X ^ A X^ AX^ 
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240. Sans multiplier davantage les exemples, 
on doit voir par tout ce qae nous venons de dire ^ 
et par tout ce qui a été dit plus en détail (8a) ^ 
qu'on pourra toujours représenter la différence 
d'une tonctiou algébrique de âr , et de constantes » 
par une suite de termes, ordonnés selon les puis- 
sances de A AT : si la fonction est rationnelle et sans 
diviseur variable , la série sera composée d'un 
nombre fini de ternies; si la fonction est fraction- 
naire ou irrationnelle^ lebombre clés termes de la 
série sera infini. 

241. Si Ton aVéquatîon ' " 

sa fonction différence sera 

comme on Ta déjà dit (d38). 

Soit pris pour exemple Téquation générale da 
second degré y 

y^+ax^+hxy+clk+dy+f—oi 

sa fonction différence sera 

(^ay'^bx+d)Aj^+{7a.X'^by+c) A4? 
+ ^y*±àAx*'\'bAXAy=iO. 

Soit une fonction & trois variables '^ téprésentée 
parTéquation v.- ' a 

I^orsque x devîent4?rh An» , ^yx^y+ Aj^t ^devient 
x+Ax^ ainsi la fonction variée sera 

jp 4- A k =i F(iH- A af 5>+ Ay y. 

Si Ton met dans le n*. (99) A * à la place de t , 
et à y k la plaçe^de o> on aura 
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donc 

' 'Soit pour exétnpfe r==ra j?j# • • <>n aura 

'' z+Aj: = a(x+àx)(jr+ày)f 

et Az=aj[^A.jc+.xA^-i--AXA^.i^ 

Soft x=: -»,-; cin a » : - i^--: . 

' «+A5e' a:-4-ajp X yÀj:— xAy 




^ ,., ..^ y, , 

242. Il suit de tout ce ^u'oo vient de dire , que 
si on a une équation composée d^autan^t de variables 
qu'on voudrà/represèncééparj8:=J?.(a?,j^,w...&c.) 
janiattra|a^diiIgF0]3cej&i) écrivant^ --^^ : 

Az=-F(a7 + A X, j^ + A^^, 1/ + A w...) — jF(Ar, j^, tt.,.) 

On fértf ensuite les ^éveîopjpemèns convenables , 
ce qui Âe pé6t souffrir aucune diffictilté diaprés les 
peip^ipef» expliqués H(oil):et'«ttî^iisj «ni* il est sou- 
vent plus comoioder de chercher directeipent cette 
difréV^n^ danis cVaqÙè ifonctîon particulière , que 
<(pte*hr*e&àîrè'd*iiii^fôrmd ^ 
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De la différence des fonctions d^une seule 
variable y composées de facteurs enpro-* 
gression arithmétique. 

243 • Soit z une fonction deor composée de fac«- 
teurs en progression arithmétique^ tels que. 

» étant Taccrolssement de 'x , correspondant à Tac-* 
croissement Az i c'est la quantité représentée gé- 
néralemt^pt .p^r A;i?;4naisqa'on désigne ici pour 
plus de siniplicité par un signe particulier : on auri^ 
donc 

1*. Lorsque js = ;»:. a: + « • . •> 

3*. Lorsque jT = â?.A: 4" «•^ + 3 »,• • • 
Aje = x •4- «.Jt + 2 tû.x + 3 w — x.x+^^*Xé 
+ a a> = o td.x + eùmX + SL» 

&\ Xorsque *== x,a?+»«^4-.3».a?+5flr, 

4*. Lorsque ;s==x.x+a;ir+r5toar+ 3»ii.:tf4^Ti*»*^^ 
on aura ■ ^ ... , _ ^. _^.- . .j .^ .t 

+ ».x -^^tà.x ^ 5r^.f,.x + nrr^ ^««^ 
SI la fonction dont on clierché la 4îfférenqe étôît" 
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0n ferolt x -i- à =^y, 

et comme la différence de x + a est la .même que 
celle de X, on volt que la différence de cette der- 
nière fonction rentre dans la précédente : 

On aura donc facilement^ et sans calcul ^ la diffé^ 
rence d'une fonction d'une variable^ composée d'au- 
tant de facteurs qu'on voudra croissant en progrès^ 
sien arithmétique 9 lorsque la différence de la pro«^ 
gression sera la même que celle de la variable : si la 
différence de la progression n'est pas la même que 
celle de la variable, il faudra chercher à transfor- 
mer la fonction en une autre y dont les facteurs crois- 
sent en progression arithmétique , ayant pour diffé* 
rence la différence même de la variable. 

244. Soit 
'z = x.x-^.x+^a.x+Sa.x+^tam . .x+n— lay 

a étant une constante indéterminée , différente de <r : 
on substituera à la place de x ^ une autre variable^ 

en supposant x = — • • par cette substitution^ le 

facteur x ^a deviendra 

le facteur a? + n — 1 . a, deviendra 

^{^y + n^i.u). 
donc on aura 

« = — Cy •J'+« • ^^4- 2 «•y +5 • . . •j^+ n— 1 <') j 
et par conséquent' 
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d'où îl suit que si on a deux courbes différentes ^ 
dont les éqiMtions soient 

d 

les valenrs des ordonnées successives Z\Z''yZ"\.^ 
dans la première courbe seront identiques avec 
celles de la seconde courbe^ pourvu que dans la 
première , les ordonnées soient distantes èntr'éltes 
d'une quantité constante = a, et dans la secdiide ^ 
d'une autre quantité constante=:<»: on pourra donc, 
dans toutes les équations où A Jt: est une quantité 
constante a, autre que Tunité^ introduire une au- 
tre variable y ^ dont la différence soit i ^ en faisant 

x:=iay\ 
nous pourrons donc supposer dans la suite ^u6 Tac- 
croissemeiort delà variable est égal à Tunité, sans 
que cette $Qppoéition limite la généralité det ré- 
aultats. . 

245. Supposons que la fonction dont on cher- 
clie la différence, est une fraction dont le numéra- 
teur est constant, et le dénominateur Q3t le produit 
de plusieurs facteurs en progression arithmétique , 
ayant pour différence covunime la différence mêmd 
de la variable : 

Soit cette diffi$rence 5=? f ^o&atirft 

i*. Lorsque z ±=: - * r . 



A z = 



X 

a 



a 
a*. Lorsque z = 



A ;5'=sè 



'.X.X + l 

a — 2a 



x.x-Jt^ ;ç-M.^+a x.«+l.*+a 
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3*. Lorsque z — —- — r-**. 

a a 

^ ~5a 

4\ Lorsque jes= 



A X=:- 






On peut donc établir les deozrè^es suivantes pour 
prendre la dîfférenced'une fonction alffébrioue cohw 
posée de facteurs en progression arîujnétique, 

RègteV. 
e4^« Etant^nné unproduU de la formé 

^X.X+ ».X + 29à.X + Zm.^.X + »— I a, 

on obtiendra la diferenccy en substituant aupre^ 
mier facteur X j le produit nm^ et comsen^ant les 
autres facteurs tels qu^ils sont, n désignant, le 
nombre des facteurs au produit. 

Règle ll\ 
Etant donnée une fraction de la forme 

^ ^ _^ 

X.x + t#.«-H2».Ji; + 5«#. ..;«: + »— '!•• 

on obtiendra la différence , en la multipliant par 
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le produit négatif — nu, et augmentant le dénoi 
minateur d!un facteur. 

Soit à présent une fraction quelconque dont le 
dénominateur est le produit de plusieurs facteurs 
simples 9 le numérateur étant constant ou variable « 
Avant d'en prendre la différence ^ on la décompo- 
sera en autant de fractions partielles qu'elle a dé 
facteurs simples à son dénominateur ; on prendra 
ensuite la différence de chaque fraction simple , et 
la somme des différences de toutes les fractions par- 
tielles sera la différence cherchée. 

Soit pour exemple 

_ A 

en décomposant la fraction y d'après la méthode 
connue ( jilgèb. 1 27 )^ on a 

1 M N 



réduisant les deux fractions partielles au même dé- 
nominateur^ et comparant ensuite les numérateurs^ 
on trouve 

^ 5 ... d 

ilf = -7 ...jY= ... 

h — a — i 

on aura donc 

1^/1 1 \ 

Az=:-7 ( A, — — — A* r ) 

6— av a? + a x + b/ 

jj b.x f I 1 V 

b — a\X'\^b.X'\^b'\'Lx^ x-^a.x^a^r^x) 

Différences 
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Différences secondes et troisiàrnes des 
fonctions algébriques. . 

247. Si on suppose que rabscisse.^P'=3«?+ Ax Fig. 5i. 
augmente encore d'une quantité P' P'' = .a a?, et 
devienne par conséquent A P"^^ x -f- a A a; , l'or- 
donnée correspondante jP"ilf, que nous désigne- 
rons fisLvy'y égalera . 

en désignant H'M'par ^y: sî phr le point jMJM^ on 
mène la sécante MM!Qy il est visible que l'on aura- 

KQ^RM' 

et par conséquent 

La différence qui règne entre ie'ë déliii dîffé- . 
rences Aj^', et 4:^\est appelé^ 4a diflféfence seconde 
de l'ordonnée PM=yy et l'on voit qu'elle est égale 
a la partfè 'IÇ[M^ dé f ordonnée J^Jbr^i cômpHàé en- 
tre la courbe et \é éëiîin^é^Al'M'Ql'" 

On désigne les difFéredèes^^ecc^pfdes d'une ma- 
nière abrégée y en substituant l'iddioe a^ au signe aj 
c'est-R-dire en fais^Pt 

. A y— A y = A' y". . . etc. 

Si Ton a deux différences secondes consécuthrest 
telles aue à^y^ t^jy^ et qu'on retranche la seconde 
de la pretnièi^e , on aura la aifferëncè troisième aèy, 
qu'on désîçnefa'par È?y^ d*êét-a^tf irèf ^fuer 

Ay^ a«>4;a*>... h^y^^i^y^l^y... 

A»y '" — A*y' = ù^y. . . ôtô. 

IV. B 
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Fig. 




aura 

y =y +Ay=y+!iày+£,'y 

y"=y' +Ay=y+5Ajy+SA^j-i-A^y 

y" =iy"+Ay"=y+4Ay+6A^y+4A'y+'A*y 

r=='' •> • • » 

y')=y + n Ay+ — -—^y+- A'y 

Telle sera Texpressitm de Tordonnée ST^ répon- 
dant à Tabscisse . : , 

249. On aura aussi en vertu des mêmes princi- 
pes , et de la notation expliquée : 



■> 



Si on retrànclié ces équations Tune de l'autre^ on 

aor^ 

.■?■..' 

a/ —AyjOuA'y^y'-riy'+jf 

A/" — a/, ou a' y =^ — aj^".' + y 
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Soustrayant de louveau ces équations l'une de Tau* 

tre, on aura ' 

A»y_A>, ou A3y=y''— sy +5y— y 
^V-^y. ou Ay=j.-— 3/^^+3 j."— y 

Les différences quaÇrièraes se formeront des dif- 
férences troisièmes ^ comme celles ci se forment.des 
différences secondes : elles auront pour indice A'*^ 
et continuant de former ainsi les différences cinquiè-- 
mes , sixièmes et suivantes , en les retranchant suc-> 
cessivemept les unes des autres ^ on parviendra a la 
formule générale dont la loi est évidente y 

A».j.=:y")-.n.y'-*) + îii^ziiy-p) 

— — —= y'^'-'> +. . . =tzy, . . (2) î 

ce sera Pexpressîon de Ja différence de Tordre n, 
de l'ordonnée^ répondant à J'abscîsse ^ P=s. x : 
Findice ( /z ) ne désigne pas une puissance , mais in- 
dique seulement le rang de Pordonnée. 

Les équations ( 1 ) et ( a ) sont d'un très - grand 
usage dans le calcul des différences j il iqiporte de 
les avoir toujours présentes à la mémoire. 

250. Dans le calcul qui précède^ on a supposé 
que les ordonnées successives j^, y, y. . . étoient 
prises à égales distances, ou ce qui revient au mème^ 
on a supposé que A x étoit constant : on a pour Fig. 5a. 
lors 

p«p'_ p'p^ ^u ^x*^ A a? = A* :t = 0. 

On auroit pu faire toute autre supposition , comme 
par exemple de mener, les ordonnées P* M ^p m^ 

B n 
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de manière que leurs accroissemens Respectifs J?Jf^^ 
r m soient égaux ^ et pour lors on auroit 

ou A a:' — A ;c = A* j: , 

ne seroît pas zéro : mais soit que Ton fasse Tarier 
uniformément «ne des varîaljles , soit qu'on ne re- 
garde aucune différence comme constante , on doit 
toujours arriver au même résultat : on donne ordi- 
nairement à X une suite de valeurs en progression 
arithmétique , de telle sorte qu'on ait 

■=z X + ^Ax.,.^S=^X'i-n^x, 

ce qui rend 

A*Ji; = o. 

251. Au moyen des formules précédentes , on 
pourra prendre telle différence qu'on voudra d'une 
fonction algébrique à une variable : je suppose, par 
eitemple, qu'on demande la différence seconde de 
l^é^ttation 

y=^F.x... 

à on suppose A x constant^ on aura 

Ay = F(x+2àx)—^^'2F(X'i'Ax)+F.X...{2iQ) 

:^Fx+2AxF'.X + - -F". A? -H... 

2 



+Fx 








) 




= A 


x" FU +. 


. etc. 


♦ , 


SmtFx = 


= x\. 


. on aura 






F'x^ 


a X. 


.F'x^a. 


. et F'" 


«=aO} 
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donc £i^y == 2 A AT*. 

Soît F x=: ar\ . on aura 

en développant toas ce3 binômes , et réduisant) on 
aura 

A^=/z.7z-— iar''""*Âï*+ A2.n — I .n — 2x"^'Ax' + ...eta 

25 2« Soît enfin l'équation à trois variables 

z —xjr: 

sî on en cherche les différences^* on aura, en sup- 
posant A X constant 

Az= Ax.y^{x+Ax} Ajr, 
A*z = 2 A :r. Ay -j- {x + 2 Ax] A*^, 
A^ z = 5 Ax.A^y + {x + 3ax} A^Jj 

A^ z = 4 A X a' y {x -^ 4Ax) A^ y, 

A" z = nA xA^^^jr {x + nAx} à^y. 

Il est aisé de s'assurer de la vérité de ces résultats , 
en observant que pour avoir la difFéren^ce seconde 
de ;?, on met clans la (différence première^ x^Axh, 
la place de at, y + ^ J^ à la place de^, et a j^ 
+ A* ^, à la place de A y; on retranche ensuite la 
différence première 3 et faisant la réduction, on a la 
valeur de a^ z^ telle qu'on vieqtsde la donner: on 
trouve la différence troisième y en mettam dans la 
différence seconde , :«;+ A a; à la place de x, y + a^ 
à la place de j^, Ay-f-A*j^à la place de a y^ et A^y 
+ AT y à la place <Je A*/ j on en r.ç.tra»che ensuite 
la différence seconde : et ainsi des autres différences. 



B 3 
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Différences des fonctions transcendantes^ 

253. La recherche des difFérences des fonctions 
transcendantes , peut en générai se réduire par la 
théorie des fonctions analytiques, à celle des difFé- 
rences des fonctions algébriques; mais il est souvent 
plus utile de conserver aux fonctions différences la 
forme transcendante^ ce qui \eut donne l'avantage 
de pouvoir être représentées par des expressions 
finies. 

Soit j^ = log a; : il en résultera 

A^=log(;r + A;r) — log*=:lag (.!+—)> 

expression qui) aumoyen de la formule connue(io2} 
pour trouver le log;arithme d'un binôme, devient 

^^/£ix Ile" . A :r? Ajcf . \ 

quani à I9 différence secondé, on aura 
A*^==log (at+sj A a:) — 3log(A: + A jr ) + log ^ 

y A x*^ £^x^ LX^ ^ 

~ \{x-^àxy'^^K + £^xY'^ Z{x^llxf^''' ) 

on aura aussi 

expressions faciles à développer* 
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^ 54- Soit y = a*.,, on aura 

A^=a'+^' — a' = a^(a^'— i): 
•n a vu (107) que 

a-=x + A^Ioga+(^f)'; 

donc 

on aura aussi 

' =a*(aA*— 1)»: 

•t si Fon fait o^* — 1 = ^ , on aura évidemment 

On observera que ^ est une quantité constante ; 
parce qu*cm fait A x constant , ou A* at = o. 

25 5.Soît y==za', 

z étant une fonction à^ x ^ on aura 
Ar = (^ + Az)a-+Ax _^^x^Ç (^A^_ j j^ ^ a^'Az)û' î 

on fera comme ci-dessus a^* = une constante * : 
l'expression deviendra -» ^ 

^ JK ^ ( ( * -^ 1 ) -è + «è A js ) a' := z' a"" 
en faisant, pour abréger ' 

( «fc -^ I ) z + fit A z r^s 2', 

B 4 
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c'est-à-dîre = une nouvelle fonction dex r.onjaara 
donc 

et substituant à la place de z' sa valeur , 

^> = ( (* — I )*^ + 2 (fit — 1 ) et A z+«*A»z)a'; 

si on désigne encore le facteur qui multiplie a% 
par z\ on aura 

A?jj^ = y'a*, 
et par conséquent 

ou en si^bstituaut la valeur de é^ 

aV = ((*— O'-^+SCce— i)Vaz+3(*— iyA*z+*Vz)a*. 
On trouvera les différences quatrièmes et cinquiè- 
mes , etc. en suivant le même procédé , et l'on aura 
en général 

A*(za')= { (et — iyz + n. (*— i)'*-*Az 

+^i^i(«-i)--VA-z+^:^î=^^ 

^ a • o J 

Si on fait z = i , on aura 

A»a*= (*— 1 ya^= A'^a', 

comme on Ta trouvé daus l'article précédent , en 
observant que a — i = A, 

256. Soit l'équation^ = sin at, on aura 
A j^ == sin ( jr + A j: )— sin :r. 
Pareillement réquationy= cos x donne 

Aj^ = cos (:v+ A a:)— cos at : 
la première de ces éguations donne 

Ly = sin X cos A a: + sin A jç co^ x -r sîn at j 
la seconde donnera aussi 

^y = cos a: cos A AT — sin AT . sin A AT — cos a? , 
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et en faisant usage des formules qui donnent les si- 
nus et cosinus en fonction de l'arc (i i a) , on a 



Sin Ax=:Ax 1 — ,— _ ^ ^f^ 

2.5 2,o.f*.5 a. 3 ... 7 
cosAAr=:i +-— +...etc. 

2 2.5a 2.5... fa 

Substituant ces valeurs, et ordonnant par rapport 
aux puissances de A ^r, on a 

^* 
A.sinxzrz Ax cas X — sin x 

Ti' ~x^ . 

^cosATH _--.$inx+ ... 

2.3 3.3.4 

^ . Ai* 
A. cos 07 =; — A.a: sin a: — • cos x 

2 

, A«* . Â^* 

+ — =:SJn^ -f- — = — r-cosjr.— ... 
2.3 2.5.4 

! Sî Ton a y = tang x j 

on aura 

A j^=tang(:r + A3f)— tangy= ^^°^ ^ ^^"^ ^ '^ — tang 
^ 1 — tang:r tang A ;i: ° 

_ tang Ax(i +tang* jf) tang a x 

1 — lang^.tang Aor cos*.ir(i — tângltângAJc^) 
on aura aussi 



A cot Jf =• 



— tang Ax 



s\n\x( 1 + cot«.cotA:r) ' 

On trouveroit les différences secondes des fonc- 
tions ci-dessus , en développant les termes 

sin ( Jf •+- 2 A X )— ^a sin (o? + A a; ) + sin x etc* 



rig.5i. 
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2 57. Il résulte des principes établis sur la diffé- 
rentlation , et sur le développement des fonctions 
analytiques , que si Ton a une équation F {xy)^=^o , 
et qu'on en prenne la différence première, tous ses 
termes seront multipliés par ^y ou A jc : Téquatioa 
différence exprimera donc le rapp(H:t de 

RM Ay 

ou 

RM' Ù.X 

en fonction àex^yeteii quantités constantes : l'ob- 
jet du calcul des différences est d^exprimer le rap- 
port en fonction des variables x et y : ce problême 
ne présente jamais de grandes difficultés, parce qu*il 
est toujours possible de prendre la différence d'une 
fonction donnée ; mais le problème inverse qui cou-, 
siste à trouver le rapport que les variables ont en- 
tr'ellesy par le moyen du rapport de leurs différen- 
ces , est beaucoup plus difficile que le premier , et 
souvent impossible : la solution de ce problème 
constitue la seconde partie du calcul des différences ^ | 
que Pon appelle calcul inverse des différences. . | 

! 
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Calcul inverse deè différences. 

1 258. Etant donnée la différence d'une fonction 
algébrique ou transcendante, trouver la fonction 
finie dont celle-ci est la différence , ou ce qui est la 
même chose , remonter de la fonction différence à 
la fonction primitive , est ce qu'on appelle intégrer. 
La fonction primitive est appelée pour lors Tinté-» 
grale de la fonction différence : on la désigne ordi- 
nairement par la lettre grecque s qui est opposée 
à A, comme le mot somme ou intégrale est opposé 



I 
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tn inôt différence : ainsi t.A.x désigne Tîntégrale 
dont A X est la différence, c'est - à • dire x^ car on 
sait parla méthode directe des différences, que Ai; 
est la différence de x^ donc réciproquement x est 
l'intégrale de A a? ; d'où il suit qu'on intègre une dif- 
férence A Je, en étant le signe A, comme on élève 
une quantité radicale à la puissance désignée par 
l'exposant du radical, en étant le radical; et on 

Î}rend la différence d'une intégrale ^.Ax^en ôtant 
e signe s , et écrivant A x. 
2 59* Soit la courbe 

l'abscisse ^ P = Xj 

Tordonnée P M=^y ... 

Les ordonnées 'P' M, qui précèdent P M, seront 
désignées par 'y y "y, '^'y; et celles qui suivent,' Fig. 55. 
ipar y\y\y*"^ . . Soit l'ordonnée A B répondant à 
l'abscisse zéro =^*.. on aura 

y — >=A>, ouj< = >+ A>; 
par la même raison 

'y = >+ A>^.. y= '"y + A.">... etc. 
donc y=:-^ + A/y+A,>+A.">+.., 
= -^+A.{> + > + ^'>+..-}: 

c*est-à-dire que l'ordonnée j^, ou telle autre ordon- 
née qu'on voudra, est égale À la première ordon- 
née Jd?, plus à la somme des différences, ou à la 
différence de la somme des ordonnées qui précè- 
dent 5 et si l'on fait A=o , c'est-à-dire si l'on a j^=o 
en même temps que a; = o , on aura 

j. == A {>+ V + '> 4| •••>•••( O- 
%6o. L'ordonnée d'une courbe est toujours fono- 
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tion de V abscisse correspondante, d'où il soit qn'ane 
fonction de x est toujonrs la différence de la somma 
des fonctions qu'on formeroit en mettant raccessi- 
Tement dans la première ponr x , 

X — Ax",x — n Ax^x — 5 Ax...etc. 

VespacePM'M'F' peat être considéré comme 
une certaine fonction dex^ dans laquelle , si on met 
•uccessiyement pour x, 

X — Ax y X — a A x,x — 5 AS, 

on aura les espaces qui précèdent'P'ilf '^itf' P«.etc., 
donc l'espace P i/CM 'P est la différence de U 
somme de tous les espaces précédens. 

Par la même raison, Tarc^f ^ilf peut être consi* 
déré comme la différence de la somme de tous les 
arcs 'M 'M + 'M '"M + . . . etc. 

Si Ton suppose^=jP« x, et que la distance d'une 
ordonnée à la suivante soit prise pour l'unité , c'est- 
à-dire , si l'on fait A x=- 1 , l'équation ( i ) deviendra 
jFa?=A {F(x^i)+F(a?— 2)+/'(j7— 3)+...}: 
d'où on déduit , en prenant l'intégrale , 

^.Fx=Fixr^i)'^F{x^^)+F{x^-^)'^... 

l6l. L'intégrale deFx^ ne renferme, comme 
on voit , que la somme des termes qui le précèdent , 
depuis tel terme qu'on voudra jusqu'à celui du 
rang x — i inclusivement; si on veut avoir la somme 
des mêmes termes jusqu'à celui du rang x ipclusi-^ 
vement , il est visible qu'à la somme précédente, il 
faut ajouter le terme Fa:. 

Pour désigner la somme de tous les termes jus- 
<ju'à celui du rang x inclusivement, on emploie un 
signe différent ^^.etl'on se sert du mot somme pour 
exprimer S. V.x , tandis que l'on emploie le mot in- 
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tégrale pour exprimer X. F. x... on aura donc , d'a- 
près ce qui précède , 

S.Fx=:'S..F.x + Fx... 
on a aussi 

^F[x+ i)=Fjr+F(^— i)+F(;r— 2)+/tAr— 5)+,.. 
don« S.Fx = x.F(x -^ 1). 

Ainsi lorsqu'on a Tintégrale d'une fonction de x, il 
est facile dé former la somme j il '$u$t de {substi- 
tuer a? + 1 à X. 

•L'intégration et la sommation ne doivent pas être 
confondues , puisque les- résultats en sont différens j 
mais ces deux opérations ont ^ntr'ellea des rapport» 
intimes^ puisqu'on peut passer facilement du résul-i 
tat de la première à celui de la seconde , et réci- 
proquement. 

Intégration et sommation des fonctions 
entières et rationnelles d'une variable. 

261. C'est dans la méthode diVecmede^ différen- 
ces qu'il faut apprendre les règles de la méthode 
inverse ^ parce qere c'est en oormoîsssnrt la loi que 
Ton ob^rve , en descendant dés quantités variables 
à leurs différences y qu'on ponrra apprendre à re- 
monter des différences aux grandeurs génératrices , » 
comme en algèbre et en arithmétique , on apprend 
\^$ règle3 de la diviw).a et de l'extraptton des raci- 
nes , en observant çèUes de la multiplication et de 
l'élévation aux puissances- 

Avant de donner ces règles, nous observergns 
1®, que ^ étant une constante et -^ une variable, 
les expressions-s ^ -3t, ou ui/mXXsont identiques j 
a^ que s . ( Jt + r+ Z... ) = X. X+ s.r + s . -Z + _ * 
Cela posé. 
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Il sera toujours facile de prendre Tintégraie ou la 
somme d'une fonction rationelle et entière d*uoe 
variable x : car une pareille fonction ne sera com- 
posée que de puissances entières et positives'de x j 
et nous allons démontrer que l'intégrale d'une puis- 
sance entière et positivé de x est donnée par celle 
des puissances inférieures. Prenons pour cela la. dif- 
férence de Jc*"*"', on aura 

A . «^+'= (x+à xy-^'— Jc"+*= n-hi.x'^àx 

a / a. 3 

on d,éduitde*là entranspôsant^divisantpar7{+ iKx^ 
et intégrant 

jc"+* n 

s ; x^z=z — -A a; s Jc""* 

72+1. AjC a 

n.n — 1 — ft „ AjkT* ' 

— A X S .a;""* — . • . S . a?**. • ; 

a.o 71+ 1 

On voit par cette formule que la valeur de s.or", ne 
dépend que de s x"""*, et des intégrales des puis-r 
sances inférieures : par la même raison ^ celle 
de s a?'""* dépendra de s . a;"~% et ainsi des autres , 
jusqu'à S x^ : donc par les substitutions successives^ 
on obtiendra la valeur de s . x", lorsque celle de x^ 
sera connue. 

263. La différence de x étant A x , réciproque- 
ment l'intégrale de A x sera x : on suppose ordinai- 
rement^ tant dans la méthodéinvefsedes différences, 
que dans la méthode directe, que l'accroissement Ax 
est un^ quantité constante qu'on prend pour l'unité, 
c'est-à-aire qu'on fait a x = 1 : dans cette supposi- 
tion s . Aa;=;S«i =S-ir*'î 
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xnaîs on sait que 

s. A x = x — 1 , 
donc ^x'' =x — 1, 

Si Ton ne prenoit pas A x pour 1- unité, maïs qu'on 
le regardât toujours comme constant ^ on auroit 

s.A*^= A atS I == axs x^=x — i: 

Aa: 

On saisira peut-être mieux la véritable significa- 
tion de 2 x"" par l'observation suivante j 

^^== I, et 5^^=i + i4.i + i + i...=3 

Tunité répétée autant de fois qu'il y a d'unités dan$ 

^— 1 = 1 X Jc — I = jtr— I , 
ce qui est évident. 
Par la même raison, 

2:a = asx° = a (jc — 1)5 
car ^a^a+a+a+a+a... =a(x— 1 ) 

Reprenons la formule générale , et supposons suc- 
cessivement 72=0, = 1, = 2, = 3,,. etc., on 
aura 

:r— I 



1% Pour>j = o,s x* = 
2*. Pour ;î = I , s . 3 = 



A X 

X^ X 

ù Ax â 



5^ Poar72 = 5î,sar*=^— 1*+!^ 

5ax 26 

4% Pour ;ï = 3, s . ;i:' == 7 1 . 

^Ax 2 4 

Les intégrales données par les formules précé- 
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dentés ^ se rapportent aux séries des puissances des 
nombres croissant par intervalles égaux à A ^ : ainsi 
en faisant A x=: i , la formule 2 donnera l'intégrale 
de la série des nombres naturels 

1 + 2 + 5+4+54-... + *— 1 + a;. 

Laformule 5 donnePintégrale delasériedes nom- 
bres quarrés 

i + 4-h9+ 16+ 25 + 56+.. .+Gt—i)»4-^*. 

La formule 4 donne celle de la suite des troisiè- 
mes puissances 

1 + 8 + 27 + 64+125 + . .. (a:— I )^+ar\.. 
et amsî des autres. 

264. On a vu ( 261 ) que 
SF.x=:sFx.+Fxy ou ==-F(«+ 1 ): 

on aura donc les formules pour les sommes^ par le 
moyen des intégrales précédentes ; et comme dans 
la formule générale de x :r% le second terme est 

et que pour avoir li'âf", il faut âjo'tttéï* x^y fl eist visî- 
i)tè que pour transforma rintégrafê ëri ëbminé , if 
suffit de changer le signe du second terme de Tinté^' 
grale : on aura donc , pour la sommation des puis- 
sances âes nombres naturels , 
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z6^ . Avant d^aller plus loin ^ nous ferons Ici une 
reffiar(]i2e importante : comme la différence d'une 
grandeur variable Xy et celle de x + a sont égale- 
ment A X, réeiproquement l'intégrale de a jtr est 
également x, et x + « : ainsi lorsqu'on a trouvé 
Tintégrale^ ou la somme d'une différence, il faut y 
ajouter une constante arbitraire, qu'on détermine 
ensuite dans chaque cas particulier^ par les condi- 
tions du problème. 

Pour sentir encore mieux la nécessité d'introduire 
une constante arbitraire dans l'intégration d'une 
fonction; prenons pour exemple la série des nom- 
bres triangulaires 

çç ^ C ^•^ 1 * + l.X 

2 a 

dont la différence d'un terme quelconque à celui 
qui le précède immédiatement , est égale au nombre 
qui désigne le rang du terme dont on cherche la dif- 
férence, c'est-à-dire que Ton a généralement 

X + i . X 
2 
Si à chaque terme de la seconde série précédente 
oq ajoute une quantité constante a, endura la suite 

1 + a.o+a.o+a.io + a... [-a. — • + a* 

2 2 ^ 

il est visible que dans cette dernière série, la diffé* 

rence d'un terme au précédent sera encore x^ car 

on a 

X + i . X x.x — I 
. ^ a'-^ — -*-a=^: 

donc rintégrale de a? • ou s ^ = — ^— + a. 

IV. C 



54 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

Fig. 53. Soit en général urie &uite de tertaeô réprésentés 
par les ordonnées d'une courbe 

PM . 'P 'M/'P 'M. '''P 'i'^. .'. 

ou ' '>.'>.>.y./.y.y^.. 

dont la différence d*un terme au précédent est 

. P M'--PM:=^RMx ' ^ 
SI chacune de ces ordonnées étoit augmentée ouàk^ 
ifainuée de la constante a» c'est-^à-dtre si. Taxe des 
abscîisea étoit transporté de ^d^ en e, oo e\ on aa« 
roit la suite 

et il est visible que la diiFérence L M'-^NM , se- 
roit encore 

donc réciproquement 

Il suit de-là que lorsqu'on a une fonction de x 
dont on veut prendre l'intégrale ou la somme ^ cette 
intégrale ou cette somme est susceptible d'une in- 
finité de valeurs particulières , qui toutes donne- 
roient la même différence, et que pour donner à 
l'intégrale la*!signification la plus étendue dont elle 
est-susceptible^ il faut introduire une constante ar- 
bitraire qu'on détermine ensuite dans chaque cas 
particulier^ par les conditions du problème ^ comme 
dans f exemple suivant. 

Soûla formule 

x.x + i 



» 



î 



m'en sait représenter la somme de tous les termes 
le la progression des nombres naturels 
i«â.3.4«.* ;r— i.:r. 
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Si on ne demandait la somme des termes de cett» 
série, qu'à commeiK^er par le quatrième inolasÎTe- 
mëot^ pour Idrs la formule 

X. X +. I 



2 

tïe donneroit pas la sammé qu^on cherche , mats 
elle ^eroit renfermée dans la suivante^ qai est la 
plQS:^nérale... « 

x.x+i 

+ a. 

a 

Pour déterminer a, on fera le raisonnement soi- 
Tant : lorsque jc = 3, la somme qu'on cherche doit 
être zéro , donc On a l'équation 

5X4 , 
— ^ +a = o, 

et par conséquent 

5x4 

on aura ^onc pour le ca^ particulier que nousexa« 
minons, 

x.x + i 3x4 



S.x^- 



« 



L'intégrale de la différence seconde A* y deman- 
dera deux constantes arbitraires : car si Ton avoit à 
prendre la différence seconde àey^=zax -J^ b^ oik 
auroit par une première opératioa 

Ayz=zaAx^ 
et A JkT étant constant y une seconde différentiation'^ 
I donneroit 

donc réciproquement en remontant de la diiTérence 

C a 
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seconde a l'intégrale y on doit faire reparoître les 
deux constantes aetè^ gui ont disparu par la difFé- 
rentiation : rintégrale delà différence troisième A^y 
= o demandera trois constantes, et ainsi des inté-* 
grales des ordres supérieurs; en sorte que l'intégrale 
finale d'une fonction doit contenir autant de cons* 
tantes arbitraires qu'il y a d'unités dans Tordre de 
In différence. 

Intégration et sommation des fonctions 
composées • de facteurs en progression 
arithmétique. 

't66. Les principes déjà posés pour intégrer et 
sommer les puissances entières de Àr,tel)ie9que S x^y 
sont suffisans pour intégrer et siwpmer toute fonc- 
tion rationelle de;v, âui n*a pas de diviseur variable; 
mais on peut dans beaucoup de cas employer des 
moyens plus simples et plus faciles. 

On a vu ( â43 ^ que a .x.x+ûù étoit égal a 

donc réciproquement 

1 . 

S . a? -^ 1» == x.x + iù. i 

On a aussi 

donc 

5 of 
On aura donc généralement 

nm. 
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Si Ton fait ]a différence » = i , on aura 

^.{x+i.x+Q.X'^o...x+n)= . 

On voit par cette formule, que Virdégrale du 
produit d^ un nombre n f^e fadeurs en progression 
arithmétique , commençant par jr + 1 > ^^ dont la 
différence commune est égale à la différence de 
la variableprisê pour unité j contiendra les mêmes 
facteurs multipliés par x y et divisés par n :pour 
apoir la somme, on chargera x enx+iiet on * 
n- oubliera pas d^ ajouter une constante arbitraire: 
on aura ainsi 

x.x+i 
^.x+i = h a... 

3 

X-^l.X + Q . 

S.X+l= -f- -r^ 

2 " • - 

2 x+i .x+2 = — ^ -— — 1- b... 

5 

x+i .x+s.x^5 ^ 
Sx+i.x-i-^^^ — z h B. 

* • 

4 

et ainsi des autres. . 

Si le premier facteur du terme à intégrer étoit Xy 
au lieu de j;+ 1 ^ on substitueroit dans les intégrales 
et les sommes précédentes^ «, à x^\^ et Ton auroit 

C 3 
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Si le terme à intégrer oo à sommer étoit 

on ferqît a; -j- a = z , 

et l'on auroît a jt/ou « = a r : 

le terme devîendrolt donc 

qu'on intégreroit comme lç8 précédens.^ 
267; Si le terme à intégrer étoit 

z + a.x + 2a.x + 5à...x + na9 

a n'étant pas égal à A :c ,. ou «^ on fera 

G Z 

x== — (a44), 
et Ton aura à intégrer. 



a 



(z + 0fi)(z'h a«>(x+ S»)...(i?+aia)., 



268. Supposons à présent que la fonction dont 
on cherche l'intégrale est une fraction dont le dé- 
nomini^teur est le produit de plusieurs facteurs sem- 
blables aux précédeqs : on aura 



x^ A,- = 



X »ijr + 1 
donc X. = a 

X.X-i- 1 . X 

I .3 



2\ A. 



x.x+1 x,x+ï .x+a 

donc 2, ■ ■■ - ia i L ^•■— * ^ ' ■ ■ 

* x.x + i.x+2 2.X.X+1 
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B'. A ^ ": = 5 -: 

donc 2. ==c — ;; : 

X.X+ i.x+2.ar+5 3.x.x+i.x + fà 

d'oix il suit que l'on aura gépéralemept 



Oo voit par ces çxaivple^ çue Vintégrale des 
fractions dont le dénorninoteur est un produit de 
facteurs en progression arithmétique ^ aycmtpour 
différence commune la différence même de la va- 
riable, est négatiuûj et contient un facteur de 
moins au dénominateur, lequel dénominateur est 
multiplié par le nombre de facteurs restans , et 
par A X, lorsque la différence de la variable 
n'est pets é^ale à Vanité. 

Pour avoir ta somme dç la même fraction , il fau* 
dra changer xeax -^ i , selpn ce qui a été dit plu- 
sieurs (bis. 

Intégration et sommation des fonctions 
exponentielles. 

269. Soit une fonction exponentielle. a' dont on 
demande l'intégrale , a étant une constante, et x la 
variable , dont la différence 4. x est supposée cons- 
tante. 

Puisque A :r est constant, a^' — i sera une quap- 
tité constante. Cela posé 

-4— . • 






«A* 



Qù* — 1 * ' a^" — 1 

C 4 
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Si l'on &it A a; = I j on a 

a — I 

Cette formulé réprésente la sommé de tant de. ter- 
mes qu'on voudra de la progression géométrÎQue 

en déterminant convenablement la constante. Si on 
veut la sotnme de tous les termes à commencer par 
le premier, on doit avoir «S* a*= a , lorsque x'=^ i : 
on aura donc réquation 

c* . a 

' + uïf = a : ou 1^ s= 



et par conséquent 

o a = - : 

ce qui est conforme à la formule, connue dan» les 
élémens d'algèbre ( 1 18 ). 
On a vq ( â55 ) que 

on aura donc 

Si z = 4?"^ on aura ' 

àM=nx'' 'Ax^- — a:— 'Ax'+ x*-"'AJt'+..; 

a 2.3 

Substituant ces valeurs dans Informulé jrépédente, 
on aura 



DE MATHÉMATIQUES, 4l 

On voît par cette formule que l'intégrale dex"a", 
dépend de celle de jc""' d'y et des suivantes : celle-ci 
à son tour dépendra de celle de ^*"* a*, et des sui- 
vantes : d'où il suit que si on sait intégrer a', on 
saura intégrer x 0*5 si on sait intégrer celle-ci , on 
intégrera 4?* a% et ainsi des autres jusqu'à *" a*. 

^pplicatioji des principes précédens aux 
séries des nombres figurés. 

270. Les principales questions qu'ori puisse se 
proposer sur les suites , c'est d'en trouver le terme 
général et le terme sommatoire , ou la somme de 
tous les termes {^rith, 104* ) ^^ reclierche du 
terme général ae souffre point de difficulté lorsque 
les suites ont des différences constantes y telles , par 
exemple, que les suites des nombres fi£;urés ou 
polygones : nous allons nous en occuper dans l'ar-* 
ticle suivant : 

Soit une suite de nombres constans 

On formera avec celle-ci les suivantes (141) : 

{2)0. 2a. 3a. 4^* Sa. 6a. ya. 8a..« 
(5)a.3a. 6 a.ioa.iba.ai a.ùS a. ZSa... 
(4) a. 40. 10 a. 20 a. 35 a. 56 a. S4 a. isoa... 

Chacune de ces séries peut être considérée comme 
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la génératrice des smvaDl:e3 : nous la représenteront 
généralement par 

Si on prend la série (à) pour génératrice , on aura 

on généraleiaent t^y = a ; 

c'est-à-dire que la différence première de cette 
série est constante. 

Si Fpn prend la série (3) pour la génératrice, on 
aura 

''y^"y^'s^a...y^'y±±Za:.y^y=é^aJy--^^a... 

ou a/' j==2a...A.*y=3a... Ay=z=4o...Ay=5a...etc. 

et par conséquent 

ù!'y^^ù!"y:=3ia. • . L'y-^L^y = û. . . Ay-^ùJy^si a , 

ou généralement a*^ =s a 5 

c'est- è'-dire que la différence seconde de la série (5) 
est constante. • 

Si on prenoit la série (4) pour la génératrice , 
on trouveroit que sa différence troisième est qons« 
tante , et ainsi des suivantes ; donc dans les séries 
des nombres figurés, On parvient toujours a des 
différences constantes : cela posé^ 

Puisque dans la série (2) on a 

Aj=:a} 

il est visible qu'on aura . . 

b étant la constance introduite par l'intégration , et 
X représentant le nombre dés termes dé là série. 
Si on veut que le premier terme de la suite, ce- 
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ponde à JT = o ^ Te^pression ax^b ser» le t^rmf 
général de la progression arithmétique 

On voit que la difFér«nce commune de la pro- 
gression est a, et que le premier terme est b ; et 
comme une progression arithmétique dont la diffé- 
rence est donnée peut commencer par tel nombre 
qu'on voudra^ on doit sentir ici la nécessité d'in • 
troduire une constante arbitraire qui puiçfÇ repré- 
senter ce premier terme dans tous les cas. 

Dans la série (3) on a 

on aura donc par une première intégration 

AyznaX + i, 
et par une seconde 

9f»X "^— * 1 

. . a 

hetc étant les deux constantes arbitraires întro«* 
duites par Tintégration : on changera l'intégrale en 
somme en écrivant x-\-i k la place de :r^ et on 
déterminera les constantes arbitraires par leis deux 
conditions suivantes ; i®. lorsque a: = o , / = o: 
on remplira cette condition en faisant c = o ; 
a**, lorsque x= i ,y^à. Cette seconde condition 

donne l'équatipn ^-f- 6 := a $ 

donc i = G , et l'on a pour terme général , 

-^> 

Dans la ^érîe (4) on a 
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par nne première intégration on a 

par une seconde , 

et par une- troisième , 

2.Ô â 



et la 



somme 



= a. — — + +c^+rf. 

a. 3 2 

On déterminera les trois constantes par les trois 
conditions particulières; i*. lorsque jt:==o^^z=o... 
s°. lorsque :r = i , ^ = «• . . 3^, lorsque a; =; a ^ 
yn^^^i ^° ^u^A donc les trois équations 

elles donnent 

d = o. •. é = o«., c = o: 
.donc le terme général sera 

<X.X+l.X-+'i 



/X.X+l.X'+'S\ 



271, Si on avoît une série dont la. dîffërenc^ 
constante fût du ra^ng n, on auroit 

^\y = a, 

et par les intégrations et la sommation^ 

(x^x+i.x -^st.. .x +n — 1\ 
i;2.3.4... n — i.n A 
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Pour trouver le terme dommatoire d'une série 
dont on connoît le t^ipe général, on. n'a qu'à inté- 
grer ou sommer ce terme général lorsque cela est 
possible i or on le pourra toujours dans les séries 
des nombres figurés : désignons par Y le terme 
général d'une série àes nombres figurés , par T le 
terme intégral de la même série , et par ^y le terme 
sommatoire j on aura généralement , d'après ce qui 
précède ^ et d'après les numéros ( i âi et suivans^ , 

X = a ( -r ' ) 

^ /x — I.X.X+ i.x+st...x+n — 1\ 

yx:x^j.x+2^x-{'Z...x+n'—i.x+n\ 

On volt par ces formules que le terme général d'une 
série des nombres figurés est Je terme intégral de 
la série précédente. 

272. Si le terme général est, unis fraction dont 
le numérateur soit constant, et lé dénominateur le 
produit de plusieurs facteurs en progression arith- 
métique ayant l'unité pour différence, on. aura lé 
terme intégral par la formule du n^ (â68) j on en 
déduira 

j._ - M- ■■■■ • 

x.x+i.x+a.,,x+n-r-i ■ ■■•'■•' 

. n''^i(x.x+i.x+2... x+ri'-^^) 

n — lix+i^x^n.x-^Z^ . .x-^^n — 1) 
Supposons i!f=i.d.3.4.5...7i — i}on déterminera la 
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constaftte ^ par la Condition qiie Viûtéî^ttie iok i, 
lorsque :ir=t^ 1 ) ce ^i donnera 



^==^ 



»- 



Appliquons le^ formules précédentes aux séries 
suivantes : 





i . I . I • 1 ' 


dont le 


terme général est 




1.3 




X.X+1^ 




11 11 


doDtlô 


terme général est 




I.3.3 



X.X+l.X+^' 

1 1 1 I 
5 i5 35 jo 
dont le terme générid est 



X.X+l.X + Si.X+S* 

On aura pour la prennère 
r=a— - ......J= 

X 



x+i^ 



pour la seconde 



5 5 ^5 5 

! ........ S S=i ' } 

a x.x+i' a ir+i*»+a 
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pour là troisième . • . 

^4 . 1.2.4 o * V*g>^ 

Plus on prendVà de teràes dans les séries du 
genre de celles qui précèdent , plus leur somme 

appTjDcheva de -r^. , sdM pouvoir jamais lui être 

r^oareusement égale ; mais comme elle peut n'en 
différer qu'aussi peu qu'on voijidra^ Il s'ensuit que 

est la limite de la somme de tous les termes 



«— I 

de^es séries : ainsi 2 est la limite de la somme des 
termes de la première ; ^ est là limite de la somme 
des termes de la seconde ; j est la limite de la 
somme des termes de la troisième. 

273. On a vu*(i3i) que le terme général des 
séries récurrentes est de la forme 

^a'+Bb'+ . . .+(M+J>rx+Px'+ . . oc- 
or 'on sait intégrer toutes les exponentielles^ donc 
on pourra avoir la somme de tous les termes d'une 
série récurrente dont on connoît le terme général. 
'Soit la série récurrente 

2a+5a*+4a=* + 5aH6a^+... 
dont le terme général est 

a' + xa': 
on aura donc 
^ ^ . «* — a xa' — a (a' — a) 

a — I a — 1 (a — 
et 



a 



rH-r 



— a x+i. a'^'—a a(a*+'— «) 



S= + : , >, . ..(269) 

a — I a — 1 A«— J; 
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Noas n'avons résolu qu'une partie du problême 
de rintégration des fonctions d'une seule variable : 
nous n'avons pas parlé de l'intégration des équa- 
tions aux différences finies , ni de leur usage dans 
la théorie des suites récurrentes : nous ne pourrions 
traiter cette partie importante du calcul des diffé- 
rences sans sortir des bornes d'un ouvrage élémen- 
taire. Le lecteur qui voudra approfondir cette 
branche d'analyse pourra consulter le Calcul Dif- 
férentiel et Intégral d'Euler, de Cousin, de Lacroix^ 
de Bossut , les Mémoires de la Société de Turin , 
ceux de l'Académie de Berlinj les C^iersde l'Ecole 
Polytechnique • • . etc. 



DU 
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s DU CALCUL DIFFERENTIEL. 

s • ' • ■ 



CHAPIT.RE PREMIER. 

273. 1 ouTE équation algébrique entre deux va- 
riables peut être considérée comme exprimant le 
rapport de l'ordonnée Pilf d'une courbe à Tabs* 
cîsse correspondante ^P ; si on en prend la dif- 
férence, on aura l'expression du rapport entre Pac- 
croiss^ment de l'ordonnée RM et l'accroissement 
correspondant de l'abscîsse P P\ ou MR (aSS): 
cet accroissement de l'abscisse est indéterminé , 
et peut être aussi petit qu'on veut ; parce que rien 
ne fixe la position de l'ordonnée P' JM! par rapport 
a PMi on peut donc les supposer infiniment près 
l'une de l'autre, et pour lors P P' et RM! seront 
infiniment petits ^ ou moindres que^ toute grandeur 
assignable. 

Les acçroissemens de l'abscisse et de l'ordonnée 
ont été représentés d'une manière générale pa*r 
a fi, ty^ mais pour désigner qu'ils sont infiniment pe« 
tits^;oa emploie ui^ .algorithme particulier, qui con- 
siste k changer la lettre grecque ^ en t/:.on nomme 
ces acQr(^semens différentielles , dxmi^mli du 
mot différence : en sorte que d^ydjr.y sont les dif- 
férentielles de x^y^ comme A jir,, A j^ en sont les 
différences. Différentier ux^^e (^u^ntité^c^est assigner 
sa différentielle^ c'ejst-à-dire que si X, par exem- 
ple , est unefonction connue de x, la différentier , 
ce •sera a^sign^r la quantité dont cette fonction aug* 
laente, en supposant que x devieime x + dx. Le 
IV. ' D 
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calcul difTéreotîel est donc le même que le calcul 
des différences^ en y considérant les accroissemens 
A X , A^ , comme infiniment petits. 

Quoi<|Qe ces différentielles dx , dy soient infi- 
niment petites, elles ne sont pas égales entr'elles ; 
mais elles ont un rapport dépendant de l'équation 
de la courbe. "^ 

Supposons, par exemple , «jne l'équation qu'on 
difFérentie soit celle de la ligne droite S MM 
Fig. 4i . ^^^ l'équation €at 

en prenant l'ordonnée imipédiatement consécutive^ 

et retr^pckant la première de la seconde^ on a 

y — y = m (4p'-«4?),j ott dy » mdff , 
et par conséquent 

dop 

ce qui prouve que dans cet exemple jei accroisse*- 
mens infiniment petits de l'ordonnée et de t'abscisse, 
c(^, dx ne sont pas égaux entc^enx; mais que leur 
rapport est égal à m : il est donc nécessaire d'ad- 
tnejtere des infiniment petits ^ pkis petks les uns que ' 
les autres. Cette graduation peut aller môme jus- 
qu'à l'infini^ c*est-à-dire qu'on peut admettre des 
kifinioient petits y infiniment plus petits les uns que 
les autres (on lestiomme infinimedt|»etîtsdtt se* 
eond ôt dre ) : on conçoit en effet que si ^erdon^ée 
d'un cercle peut être prise infiniment petite , l'abs- 
cisse correspondante sera infiniment petite du se- 
cond ordre , puisque le diamètre est à l*or4onnée 
comme l'ordonnée est à rébscisse : par la Inême 
raison , si Tordonnée est infiniment petite da second 
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ordre , l'abscisse correspondante s^ra infiniment 
petite du qfiiatrième ordre ^ et àin^i des* autres; 
donc une fois supposée l'existence- réelle des quan«- 
xités infinin^ent petites dupreimer ofdte^ il faut 
admeittre celle des iofinimeiit petits du second 
ordre, du troisiènte^du quatrième» ••, etc. Cela 
posé , voici les principes sur lesquels repose l'ana* 
lyse ^des iniîniiseat pékitsi 

i\ Les accroiâsemeas dvydyài&k vwà$iA»%Xfy 
sont des quantités infinimmt petites. 

s!". Une quantité in&nio^ent petite doit être re- 
gardée comme nulle , comparativement à toute 
quantité finie, ' , 

S"*. Deux grandeurs qui ne. diffèrent entr^elles 
que d^une quantité iofipiment petite $od(; égales. 

4^ Une quantité infiniment petite du second 
ordre est infiniment plus petite que celle du pre- 
mier ordre ^ et 'par conséquent dok être négligée 
dansjles calculs Iqrsqp'elle est compari^e avec ua 
infiniment petit du premier ordre : il en est de 
même des infiniment petits des ordres supérieurs ^ 
comparés aux iafiniment petits* des ordres infé- 
rieurs. Les termes m^iltipliçs par d^*^ dy^, dxdj^^ 
sont infiniment petits du second ordre , parce qu'ils 
désignent le produit d'un infiniment petit par un 
infiniment petit. 

D/|après çie qu? . wr^çède , cvijpeut prescrire la 
règle suivante'pour la différentiation d*une fonction 
$dg^l^iqi;ejco^p0;$ée:,d'«pp ou piusieurs variables. 

Substituez dç^, la fonction prçpos^'e k+dx , 
y+dy à la place de x etv ; retranchez lafonc^ 
tion pariée éomWeëaas iecaleul dès différences , 
/et négfi^ejn dam fe^ tg^m?^. rçftan^ ce^sx ^ui sorit 
multipliés par dx^y âx dy y dy^\ et les puissances 
supérieures de dx dy , covnme étant infiniment 
plus petits que c&ux Iju^on conierpe. 

D 2 
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Oii remarquera ici , comme dans le calcul des 
difféçences , que U difFéreptielle. d'uoe quantité 
constante est zéro. ^ \ 

Toute fonction olgébrique se préâeptera sous la 
forme d'une ^omme , d'une difFérence-, d'un pro- 
duit, d'un quotient /d'une puissance^ d'une racine : 
nous allons donner des règles particulières pour 
la difFérentier sous ces différentes formes , les- 
quelles sont 'des conséquences de la règle géné- 
rale énoncée cirdessus. 

Règle I'^. 
• 
. 274, Proposops-nous d'assigner la différentielle 
de la somme x-^-y 4-/2 + ...Par l'hypothèse^jrdevient 
çc+dx yy devient ^4-i/y 5 ^ devient z+dfz... etc. 
donc la somme proposée deviendra 

Si de cette fonction variée on retranché là fonc- 
tion primitive', on aura " 

dx-^dy-^-dt, 

pour la différentielle de la fonction donnée. 
Soit en second* lieu la fonction 

CjhyC étant des constantes ^et x^y^z des, va- 
riables. ^ ' . , 

Par la suppositron , la différentielle de a, b\ c étt 
'zéro } donc l4'foriction variée sera 

SI on retranclié fa fonction primitive /oh aura pou* 
la différentielle 

. dx+dy+dz. 
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Soit encore la fonction 

ax + by. . . 

Si X devient :>f+dx ,ety, y+dvy la fonction de* 
Viendra 

ax+adx+by+biij^. 

Si on retranche de cette fonction variée la fonction 
primitive^ on aura pour dîfFérentlelIe 

adx+b,dy» 

SI les termes de la^fonct;ion primitive j au lieu 
d'être positifs , étoient \ négatifs ,, lea termes d/jOTé-* 
fentiels âuroient le signe — : on peut, donc établir 
la règle suivante pour dlfférentM^r. une sommjp.p^, 
une dififérence. : 

Prenez la différentielle de chaque tetrhe de 
la fonction .proposée èn^eonàervant les mêmes 
signes; vous formerez ainsi une autre; fonction 
où il n^ entrera que lès *differentielleSi,dx^ dyy* • \ 
multipliées par les coejfficiens constans qui mul-^ 
tipliént sg^y dans, lafarwiion^propokée : elle sera 
la différentielle demandée. , ...,:.. • ; ; : 

• * ' î . ! . -> .....' X ' -' -y 

. : Régie U% : V 

"275. Supposons que la fonction, qu'il s'agit de 
dîfFérentier soit le produit de deux variables xy 9 
la* fonction ^tiéd^sora^t v : '^ - - ' '* 

i^+dx}Jiy^'dy}ji:i^ xy+yé'àf^xdy+dxdy : 

SI on .retrançi^e la fonction, primitive^ on «pojarri^ 
reJste •.•.*,./ ., -'^-n • > 

mais dor ^dy étant infiniment ^tit^rel&tîvemenf i 
à âT et y, le dernier terme dx.d y est infinimeirt u 
•^ D 3 
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petit du second ordr^ ; donc si on le néglige j on 

aura pour la différentielle do xy , 

y dx+x dy. 
Soit la fonction Xdônt on demande la différe^H 
tîelle , le produit des trois variâmes xy zilà fonc- 
tion variée sera 

{x^dx){y^dy)lz^dz) 

= xyz+y z dx-^xzây+xy dz 

+ xdy dz+ydt dz+z dxdy+dxdy dz. 

S OU i*etfânclte de cette somme le premier 
termô parce que c'est la fonction proposée , 
et qu*dn ttégïîg^e les quatre derniers termes qui 
sbut ittfinimetit petits du second bu du troisième 
ordre ^ on aura pour Ja différentielle de xy z^ 

\.zydx^»%*dy^yxdz.. 

Soit enfiu le produit a xy z u dont on demande 
la diffét'eDtielle , on éérira 

^XisVd^\{,y^dy\{x^dz) {u'\^du)z 

faisant les niultiplicatiolifs indiquées , rëtrancliant 
du produit le terme ajoy zu,y et négligeant les 
termes infiniment pefîts du second, du troisième 
et du quatrième ordre^on aura pour la différen- 
tielle demandée 

àyzudx'\'axzudy+ax:yuÂjii^tix*yz.du. 

Op voit d(mç> p»toai! ces exemples ^J2^^^eJ>lH^ 
différentàer un produit de, constantes et de variai 
hhs il faut prêndfè êépàrémènf là différentielle 
de chaque variable ,. et Ja multiplier par le 'fro- 
duit de toutes tes autres quantités' èonstantes ou 
ifariables : on prend ensuite la sonime deceè dif^ 
fà^em produits. 
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Règlent: , 
176. Si la fonction dont on cKercIie la différent 



X 



tielle est la fraction - , la fraction vatiée sera 

y 

X + dx 
et la di'fFéreDce sera 

y-^dy y y \ y^ y- r ^ ^ 

Tous les ternies qui composent la série sont des 
multiples de dy ,♦ excepté le premier qoi est 1 ; 
donc ils doivent être né^igés comparativement à 

Funité : on aura donc pour la différentielle de - , 

ydx — xdy 

..... y ' .. 

d'où on déduit la réglé suivante. 

La différentielle d^une frabtion est égale au 
produit delà différentielle du nùnUraieur muU 
tipliéepar le dénominateur, moins le produit de 
la différentielle du dénominateur multipliée par 
le numérateur ; le tout divisé par le quarré du 
dénonânateur. 

• Rê^e ly. 

277. Si fa fonction dont on çherck« la différen- 
tielle *est une puissance telle que a ;r", la fon<5tion 
variée sera 

a[x + rf;r)'»:±= o| Jc"» + mx'^'^'dx^ '^^^^^^x''''*dx^+..+dx'' 

""04 
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Si on retranche de ce déveIo[^ement le premier 
terme, qui est la fonction primitive, tous les autres 
se trouveront ipultijpliés par les puissances succes- 
sives de dx : donc en ne conservant que lé terme 
multiplié par la première puissance de c{[;^ on ajura, 
la différentielle de 

on aura donc la règle suivante. 

La différentielle d^une puissance est égale au 
produit de l^ exposant de cette puissance miiiti- 
pliée par* la quantité variable élevée à une puii-r 
sance moindre d'une unité, et multipliée encore 
parla différentielle de la mriàble.^ 

Règle T^\ 

278. Si la fonction dont on clierclie la dlfféren* 

tielle est une racine telle que. |/lc, on ja mettra 
sous la forme d'une puissance fractionnaire ^ et Ton 



m 



aura . \.>, ., .'\\/^~ x"^ i ^ ,.v.\ 

mais par la tègle^ précédente la dMFéréntieHë de 

:*r= — X"^ dx l ' 

donc la règle pour différentler une* racine rentre 
dans celle des puissances^j. Chi.peut donc généra- 
liser la règle/précédente , quelque soit V exposant 
m de la i^riàble ^positif , [négatif j entier ^ frac- 
tionnaire ladiffér^entielle de ^^sei'a ;. ; ' *• i 

/tïat"^* dx. 

X * 

Il suit de la même règle quB - = ,r^"*' : doncJa 
- y ^ 
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difFérentiélle de - =; dif. jc>"'=>'7"* cîx— «,y** dy 

dx xdy \y ydx- — xdy . 

^= ~ — T"^ \ 

' -y y ' . ^ ' y 

comme on Pa trouvé; par' la règle Z.\ .^ Ainsi la 
règle 3 rentre dans les règles 2 et 4* • • La règle 6® 
rentre aussi dans la règle.4^ ; on peut donc ramener 
tontes les règles de difFérentiations à trois ;<saVoir , 
a la méthode pour d/iFérentièr l^ une somme ou 
une différence; a°. qn produit; S'*, une puissa nce; 
oii les trou veira. comprises dans le tableau -suii^aiit , 
en observant que le signe d mis devant une somme 
de termes compris entrer de^*)>àr en thèses indique 
une difFérentiélle à prendfce. Ainsi rf. (Jc+J') signi- 
fie qu'il faut prendre Ja. différentielle de x+^*^ on 
aura donc ' ' ' '" ' - ' - - ' . "^ 

'^\d\lLY}^Ydl^'^JLdTr'''' ' 

Comme ^ est nécessaire de se ' rendre ' familière 
l'^pllcation de ces règles , je vais placer fcî quel- 
ques exemples sur lesquels on pourra '/exercer:' , 

Supposons qu'on ait les foûctioris- suivai!^es à 
différentier ; *. .,; ,, • . 

l^ a + bx^^cy — on aura 
d.(a+b X — ey ) = î'dx — cdyi^^ (regl. î 'f et i*.) 

2^ -."-^ on'àura : -:••"! :^'- -^-on: ^^^inu : ^" 
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3% d.x^ =i4x^dx. ..d.ax^ =sSax^dx. . . 

dta+bx^) = nB^^'dx. . . 
d(ay''fBii''}===jntif^-'dy+nbx''-'d^^ 4\) 

' 3/î^ 

^ ^-^^^.C règle 6-.) 

279. Cesr règles s'appliquent îmmédîatemeiit à 
la difiërentîatio» de» monômes y et lorsque les fopc* 
tioDS à différentiel^' !i0iit dei binômes ou des poly- 
nômes quelconques , on transforme la fonction de 
manière qu'elle ;se« présente sous la forme d'on 
monôme. 

Cherchons pour exejtiple la différentielle 4^ 
(jp*+«^)%J. 01) aura 

Développons ces deux binonies^ et puisqu'on né- 
glige dans la dîtférentielle tes termes multipliés 
Ear les puissances supérieures deds^ ne poussons 
î développement dans chnqiie binôme que jus- 
qu'au second terme : on aura aonc 

Faisons poMrubrégelr, ^^r :- 

aura axdûff+5^''dx:^dXf 



on 
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^ par conséqaent 

et remettant à ia place de Xet dXleura vatears , 
on aura 

d.{x^^x^Y = n{x*+xy''^x{2xdx+5x^dx). 

Prenons poar second exemple la fonction 

{a+6x^+cx^^, 
on anra 

d. {a+bx''+€^}^{a+èix^dxy+c(x+dx)fy 

Si on développe ces binonoies jusqu'au second 
terme , on aura 

{a+bx^+bn^af!^'d^+cx^+cpxf'''dxy 

Faisons pour abréger , . 

a-^b x* + cxp==zX. . . 

on aura rotaoïe dans rexênf p)è ]>f écedent ~ > 

n b ar""* dx^cp x^^ dx = dX. . . 
donc 
d. {i2+* jf+T?ï^= (XM- «/^^^ qXr^i.X, 

et en mettant à la plaoe de X^i dfX leurs valeurs 
=^q{a^bx^'^cx'^}^'><{nhx^''''\'Cpx^')dx.^ 
' Soit enfin la- fraction 

{ a^bx^^t^^ - 

on fera le numérateur = JSTet le dominateur ^IT^ 
et Ton aura • _ 

Xv YdX-^Xdj 



'■m 



T — i 
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mettant à la place de XT, dX, d¥ leurs va^ 
Ie.ur«>on9 . r . , . 

(p+ç^+rx^T><n(a^bxi'+cxyn><(2bx+5cxl)^^^ 

^ . . ^ ip + çx-trx^)2ni. 
I>ODkions encore quelques exemples. 

i^Soit y==a+b[/x ... 

on a o 

rf>- B dx(Tè^è5^. ) +— ^ ( rèéle 5^ ) 

réunissant ces die'uz termes , on â 

' \/ X 

l'application des règles précédentes. donnera 

- cd^M^-., ^^ 'h dx 

dy=>- --j-< irègte 3^.) — -y^^êglë'S' et 5*.) 

..."* ',. T.',-.' '.- — ajt^î 

on en 'déduit ' 

I ■ ■ ■ 1— ' ' 

_{nbx'-' + cpx'^')dx i, 

— r -^^ =<r-T — • «T- — 



I 
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Ob volt par tous Ge$ exeiiiple3 , et par les priacipe^ 

déjà posés, que si on a une équation à deux varia-* 

blés X et y à difFérentier,tous les termes de Téqua- 

tîon dîfFérentiée seront multipliés par dx ou dy : 

on en déduira donc facilement la valeur du rapport 

dy 

-j- : Texpression de ce rapport ne contenant pas 

d^mdx dans le second membre sera donnée en 
quantités finies. 

Soit l'équation 

?» i* * 

3l cl 

on a !^ydy=pdxzt:^xdxy 

ou -^ = p db^- — 

dx ^ a 



^l/^px 



dt:P^l 



âa 



' où Ton voit que le second membre de cette équa-, 
! tion ne contient .que.des quantités finies. 



Dés différentielles secondes et d^s ordres 
supérieurs. 

1%0. On avu (34?) que si Foit' c^Kibidèca troîs 
ordomnées consécutives BM^ P'M , F'* jST, o» % 

BM '= Ay, RM^= i^yl, et" a/ — a j^ = a>': 

si les trois, ordonnées sont infiniment près Tune de 
Tautre, ty et. A^ seront, infiniment petites, et 
représentées par dy et dy' } mais parce que dy^^ 
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n'est pas ég^l à dy^k moins que la Vigne M M M^ 
ne soit droite , il y aura une différence entre dy 
et dy , qu'on appellera différentielle seconde , on 
la désignera par ddy ou d^y. 

Si les deux ordonnées Jlf P'^ sont prises à di^ 
tances égales , c'est-à-dire si FF^^^P^'^y oo a 

et si P JP" est infiniment petit, on aurii 

mais si les ordonnées ne sont pas prises à distances 
égales, c'est-à-dire si lesabscisses^P^P', ^P" 
ne sont pas en progression arithmétique , les diffé- 
rentielles secondes de x ne seroient pas zéro : or 
puisque PjP', P'P^'^Sont supposées infiniment peu 
différentes l'une de l'autre, leur différence ddx 
est infiniment petite relativement à chacune d'elles ; 
donc elle est mfioiment petite du second ordre. Il 
en est de même de. d^y par rapport à dy , ainsi 
les termes d^y, d^jp , sont de même ordre que les 
termes d x\ dy^y d x dy. 

z8 1 , Pour ^voir l'expression d'une différentielle 
seconde , on regardera dx et dy couine de nou* 
Telles variables dans l'expression de la différentielle 
première^ on la différentiera de nouveau en faisant 
Varier x, j^, rfrret dy... et Pon suivra pour la 
différentiation les mtmes règ|e^ que pour les diffé- 
rentielles premières. 

. t^. Soit la fonction ^^ i^^t on deimande la (fiffé- 
rentietlft seconde ; on coinniancera par prendre la 
différentielle première 

on regardera ensuite cette quantité comme qn 
nouveau produit composé des deux' facteurs 
mx"^^^ ><dx: - 



en différentiaot de nouveau^ et regardant dx 
comme une nouvelle y^iabte ^ on a« . 

Si on supposoit que dx est coftstfint^ on aoroit 
simplement 

d.mx"^^ dx:=-m^m^ — xgc^^dsf^^ 

•parce qu'alors on a 

rf* X = o. 

ai*. Supposons qil^on a d^ Texprt ssion diffé- 
rentielle^ cfji: — X dy , et qu'on en demandé ht 
différentielle. 

Chaque teiine est un produit de deux variables^ 
on aura donc 

d.{^y dx-^xdy) zsiyd^x 

'\^dyd:iç — xd^y'^dyd^=rT^ya^^--^sd^y^^ 

Si on regarde dx comme constante^ on n'aura 
qu'un seul terou» 



WL c'est dy qui est constimt , om i^ara 

Z"". Soit proposé de différeatier Texpresnon ^ > 
en faisant tout varier , on a 

dy dxd^y-^dyé^x 

4'. Soit Texpressiou"^ — , ^ont oo dberohe- la 
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différentielle en f{u'sfint toiu varier; on aura 

^Xdy'JT ~~. ^d'yï—— ('^^S- ^ ®' 2) 

5^ Soit J'équation . . . , 



/y^l/'px^tfC^Ci 



sa ' ' ^^ 

dont on demande la différentielle seconde en fai- 
sant dx constant. • ~ . • 

Cette équatioil différjsntîée une fois (37g) , a 
donné . . i . 

en la différentiant une secondé fois ^ on a 
Si ^n réduit au même dénominateur^ on aura 

T- . . - : ^, ■;. *•) ^«'v 

6'. Soit l'équation 
en la diffêf éntiant utfe fois /on a 
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dîfFérentÎQiit une seconde fois ^ et preûantdfj? oons- 
taiit j on a • • « 

réduisant aa même dénommateor , .' 

282» On trouvera avec la tnême fafcilîté, et 
par les mêmes règles , les dlfEërentielles troisièmes 
et celles des ordres sopérieurs : nous n'en donne- 
rons qa'nn exemple , dans lequel nous supposerons 
d X constant ^ comme cela se pratique ' ordinaire- . 
ment. , ' 

On demande la différentielle de rèxprèssion ; 

(dx^ + djr^)^ 



iî = 



dxncty ^ 



les deux variables sont dy , et d^y : la différen- 
tielle Ae d'y sera désignée par d? y ^ et sera. infi- 
niment pedte du troisième ordre. 'En appti^tiaiir>ft' ' 
cet exemple les règles prescrites pour les différèn-* ' 
tielles premières , on a 

\ dxd^y ) 

I ^ , _ 

^ kdy- ^t^yYJdx'+dyy^ cPy (dx*+ày'^^ ' 
"^ ds^.id^yy 

On fera ici la m^me rçoNn-qae qae dans les diffé-^ 
IV. E 
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nntîetles premières^ savoir, que sî on a une éqaa* 
tipn différentieHe adifférentier de nouveau, tons 
les termes de la différentielle seconde seront mul- 
ti|^j<éil p»r fi&jr>^ap>rfi?rfy, df»*;dj^*5 etsi dx 
est constant 9 on aura toujours Texpression du rap* 

port j^ en ^ântitei^ finies. 

Differentiatioit des fonctions traMcen^ 
dantes. 

2^3. Après le» fonctions algébriques^ viennent 
le& foDCtiona qui cantjeiHianl: des logiarifthme^ y des 
expoBQntieUes > des arcs. de cercle, dea sinus, des 
cosiuttsi> des tangentes , des ootangeate^. • • etc. et 
qu'on noo^Q transcendantes* Noua aUoos ap- 
prendce ».left différentiel. 

ni^renûêlléi des quaniiiés iagaritk^ 
nùquos. 

284. Soit Téquation 

y=^logx'y 

siiOn:.afip}iose.que jr devianiie y-^dy lyrique x 
à^H}fisA.*j^^f on an» - . 

j^+£/y = log(«-^rfx) = logar+log^i+— ): 

donc 
t f / do^K dx d x^ dx^ 

Le premier terme de^ de développement est multi- 
plié par dxj et lea saivaas par les puissances stfo- 
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cessives àedx] donc ils doivent être négligés com- 
parativemeat au premier : on aura donc 

dx 

d^où on diéduit la règle suivante. 

IjadifféreniieU^ du loganlhme d^imê quan^ 
tité i^ariable est égale à la différentielle de la 
quantité diuisée par cette même quantité. 

Cettç manière de différentier les quantités algé- 
briques se, rapporte aux logarithmes naturels ^ ou 
de Nepper î c'est-à-dire au système de logarithmes 
dont le module est i. Pour tout autre système , 
il faudroit multiplier la différentielle déjà trouvée 
par le module $ ainsi on aura généralement 

dx 

JH étant le module. 

Comme il est aisé de transforn^er le^ logarithmes 
naturels en tel autre système qu'on voudra f ici ), 
nous n^ BOUS occuperons que de la dlfFérentiation 
des logarithmes iiatureU j c'est-à-4ire que mius 
supposerons M==i\ .'^ donnonrquelques exemplc^s^ 

Qdx dx 



1*. c/.log 



axt 



^9s ^ ^x ' 



c'est-à-(Ure que la différentielle du kg9rithmede 
a X est lâ^fuèiBe que cel)e du logarithme de x ^ ce 
qui se conçoit aisément.: en effet 

. logaa? =log.«+ Ï9gÎ5Pj . 

mais log a est uhe* constante dont la différentielle 
^t ;(éK^ i c(|i flfttrii donc 

'■" ' ' dx"* 

E 9 
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» 1 / X ydot-^^dy dx dy 

et d.\og{xy)=^ ^ = _+-£. 

xy X y 

SI". Pour prendre la différentielle de Texpressioa 

^X' 

iog ^. , on cherchera à le ramener par de$ 

substitutions a la fqnne d'an monôme ; on fera par 
exemple 



V^a^+x^ 



= z, 



et par conséquent 

a^dx 



donc 






4*. Soit y=:los(x+y^a*+x*), 
on aara 

, xdx 
<|j.== ^ <*'+»' dx 



B\ Soit j' = Iog ^ -T -T^ " • y^ =^ î i 

Bvant.de difFérentier cette expression^ il sera plus 
simple de m ultip lier nu mérateur et dénominateur 
par K 1 + a? *— Vi-^x j elle deviendra 
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donc dy = —^ ""^^ 



X' ' »/i— or*^ 






= log (a? + V^Sm^> — »ag X— ( V/S^Ï7^ 



•n ferar log x" = i^, et n^ — = du. : 

on aura aîasi 

(hog»"^ )"• = »".•• 

die 
iZ. (log «'•)"*= TO^ii'^-Vz^ = i»'ï— (log «'')"'-'% 

8^. Soit j' = kg log X. •.• 

on fera loga?==w^ 

et l'on aiiFa log u = log log xx 

dono ^(loglogx) = 



u «logx 

E S 
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Les différentielles premières des fonctions ioga* 
ritfinblques que nous venons d'examiner étant des 
fonctions algébriques , ou ne contenant tout au 
plus que des facteurs Ipgarlthniiques ^ comme dans 
les deux derniers exemples, il sera facile d^en pren* 
dre les différentielles secondes. 

Soit pour premier exemple 

•n a par une première différentiation 

. .. dy:;:^ ' ^ - 

différentiant de nouveau eir faisant tfx constante 

^- («•+,-){• . .^ 

Soit encore J' = ( log »" )" : 

dx 
on a déjà dy =mn — ( log x* Y"* ; 

et par une seconde différenttatioa on aura 
+n.m.i7i— 1 — -(logx''y^\ 

X 
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Différentiation des fonctions exponem 
tielles. 

285. 1*. Si Pon a r^uatJony=a*, on aura 
par la dîfFér^itration 

|>renoDs le logarithme des deax membres del'tfoiiit- 

tioii proposée 

logées jp log«i 

donc 

dy ' 

-^ = rfxlog a, et dy =^y dxlog a = a'dxiùg ùt 

•^ » • . • '^ ' 

donc if.â^«=tt^£/irlogâ; 

d*oà il suit que pour apoir la differ&tl^g^.^ié^e ' 
guantité exponentielle a' , il faut multiplier la 
guantité a' par la dij^rentielfe-de .stHf^ej^osqnê 
et par le logarithme de la quantité constante a. 
Si on ayoity =s e* oa auroit 

dy =^ e^dxlo^ ê} 

vaU parce tpjte ^ représenta la base des Iti^^îtlk^ 
«es naturels (io{7^) loge == 1 j donc 

dy=±dxe': 

on aura aussi e» supp(MMd^ constant^. 

d^yt=:dx^er...dPy±ïtdx^é'^ 

s*. Si Y (m a l'équation ^ = JP, oa en déduira 

« - «« rf^ » » .«. »-3r 

log^ = logX, et — = dir log X + «-^^ 

donc d[y yOtt tf.JK* = |rf*logJÏ + *^"x^]'^'^ 

E4 
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3^. Soit . j' = a*f*.. 

donc ' 

dy 
log^ = b' log a^ et — = b'd x^log h log a ; 

d'où on déduit 

dy , ou d. û**= ù b'xb*d x log ô log a. 
4^ Soît enfin j^ =^ X^lôg J^", 
X et ^ étant des fooctîons de :v : on a 

logy = x\ogX + \oglogZ.^d 
don^c ' • • • X 

— = dxloeX+x-^=pr+^^. — =, 
y ° X ZiogZ 

ce ^uidoime 
rf^ == Jf* log Z{(& log X+or — +-^-^^ 

Différentiation des fonctions circulaires^ 

%%6. Soit un arc où un angle auelconque va* 
rîable représenté par Xy et son sinus représenté 
par^ } on aura l'équation ^ 

, ^sssin XX 

81 on suppose quej^ dçyiçnnej^+rfy lorsque Parc 

le devient a; +^x 9 on aura 

.... • .• '♦.,'... . • 

y+dy = sîn {x-^-dx) =sin x, coscKr+sîn dx Cos or; 
maison a *^ ' 

' cosa« = i— H«<*^tc* 

a. • •'' 

) 
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« sm dx=:dx -+ ^ - . «c, (112) 



donc en négligeant les termes qui contiennent les 
puissances ^e dx supérieures à la première^ on 

aura sîn (x+dx ) = sin x+dx cosx, 
et parcoudéguent 

«?y, ou rf. sin a? ^ rf -r cos ar : 
d*où on déduit la règle suivante* 

La différentielle du sinus d^un àrc est égale à 
la différentielle de Varc multipliée par le cosinus. 

a%Soit . y = c(ïssi: ^ 

donc 

y+^=Ças(if+ai?) = ces» çpai/ar— sîn x sm dx, 

et mettant à la pliace de cos dx et sin dx leurs 
Taleurs en série développéè^ jùfs^îi'à la première 
puissance cfe fl?W, on a ' > . 

èosa?+'rf:r=:cosx — dxsinx: 

donc rfy:,ourf.çoiSiV==-— rfxsin*} 

c'est-à-dire que la differeniielU duncouniusou 
d'un angle est égale à la différentielle négative 
de Varc^ multipliée p&rieèinus du même arc. 

3*. Soît y =rsîn vers âr = 1 — cos x : 

on aura ' dy = dx sin a? j ' 

c'est-à-dire que la différentiellé^u sinus perse 
d'un are au d^ùn angh , est/égale à la dij^ren^. 
tielle de Varc multipliée par le sinus* 
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4*. Soit V :?:? tang X = :• 

" cos Of 

- _ /sîn ap\ cosxc/.^nâf-^smis^if.cosx 

^J.=rf. f } = ^. :-— jr- 

NCOS */ cos ar , 

- /cos* X -I- sîn* ;)if\ rf ar 

dxl '^ )= j^^i 

N cos*x / cos*x 

d'où on conctut que la différentielle de la tan^ 
gerUe d^un arc ou d^un angle est-égale à la diff^^ 
rentielle de Parc divisée par le quatre du co- 
sinus. ' v 

r-« .- • . COSX 

5*. SoJt y =; cot j: ^= r: 

sm « 

on aura 

/ab*«+oos-«\ «n'ar 



.- . _,cosa: , /sm'«+oos; «\ srn'a 

. sin« N sin*». /. dx 

' . •■ ,^ ■ ^ , ... ■ • ' r. .• 

6'«st-à-dire^J(tt^./a ^ffërentieUèdela cotan^ 
génie d'un arc ou d'un anfj^^^ éifférentieU» 
négative de Varc divisée par le quarré diA 
sinus, ■ ' " - ^> —"••♦• .•'•.; .' 6 

6*, Sok V =: ^àec x,^ --^ '.- V ^ 

çosx 
X^eivtta ■:.■':'■:".' ^ . \ . , . ^ 

- '^X¥ltkX , • 

^tss -, — j — xd^dx tattft^.iec x^ 
cosrx 

7*, Soil y = cosec x = -: — : 

sip» 

donc 

• sm^ a? ' 

ces formules suffisent pour diSerentier toute fonc- 
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tion contenant des sinus, des cosiniis, des tangentes, 
des cotançentesy des sécantes , dçs cosécantes. 
Exemples: 

Soît jr= (sîn sf)*. •• , 

on K dy == m ( sîn x )"""' X dx cos *. 

Soît y = (^smxy^x(tOêxyi... 
on aura 

rfj^ = m dw(çQS X )p+ 1 X(«n a: )""' 
— pdx ( sîn 0? ) m+'i x( cos jp )'^\ 

c •* ^ (sîn*)* " 

Soit encore y = 3 '^ 

(cos a:)'' 



on aura 



, mdx(cos)x^' X (sinar)"*""* 4-prfx(sînarr"'''(cos.ary"* 

«y ss: , . 1 ■ ■ , ^t 'f , U , p ,m , ^ 

(cosarjr^ 

Onyoît par %o9^ ^e ^ue ikhis ir^mws dé dire , 
et par ^s exe^lM^r^édesA» que h ÛiSêteu^ 
tielle des sînus , 0()$i|uis , lang., ^ « &<;.dep^ de I# 
difFérentîelle de Tare ; d'où on peut concliire , ré- 
ciproquement, que la diffêrentielle^le Tare dépend 
de celle du sinus ou<iu cosinus, ou. . .&c. Ainsi de 
l'équation \ 

3sinx=iâxco$Xy 

on peut conclure 

- ^. sîn X 

dx = ; 

cos X 

c'est-à-dîre ^ue Ictdiffjêwét^ieïù àe Parc est égale 
à celle du sinus divisée, par le. co^irpus^ ; 
TPàr la même raison, de l'expression 

d. cos ;!:=-— c? * sin or ^ 
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— rf. cas X 



on 



déduit ; dx^=^ 



> 



^ 



sinx 

c^est-à-dîre çue la différentielle de Varo est égale 

à lu differentieUe négative du cosinus. cUâ^is^é^ 

par h sinus. 

On a encore 

- dx^ 

. cr«tangx=z — -^t 
cos* X , 

par conséquent. * 

rfar =i cT . tang a: obï* X-, 

et parce que cos* x = : — -^ , on a 
sec a?" „ . 

if.tangar 



dx= 



sec* X . , , 

Le rayon des tables étant-prîs pour runHré*,; 
comme cela se pratiqué dans le calcul des sinus ; 

si on désigne pûtyl^ "sinbs d'un* drc «', \/\ -^J^ 
en sera le cosinus : on aura donc* pour la première 
expression èe- la différentielle de l'ârc x . • • 

Si on fait le eoslnus du même ai:c f= jsr^ son sinus^ 

et la seconde expression de la différentielle de l'ara 

sera . ' " . . \.. 

dx — 



vr~ 



z 



Enfin si l'on fait la: tangente du même angle =li/, 
la sécante sera i^i+^*>. 
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donc la troisiëme expression de la différeotielle de 

;e'ç 13 du ï 

1 arc sera d^. = . , 

Exemple : Soit 9 un. arc^ on on angle dont le 
r . 



amua est 



1/1 -r' 



on Fera — -^ 



et l'on aura dp=^ 
mais 






= X, 



■y 



»/r:=:r'' 



^='^-(^)=(^y->-+;^) 









iQS donc <f.f : 



tfC 



(»— y)V/i— ajr'* 



'application du aàlcul différentiel à ta ' 
solution du problème des tangentes. 

287. Un des problèmes les'plqs ÎDtéressâns dans 

s, la théorie des lignes courbes çst celai qai apprend 

à détermine^ la position de ta tangente pour tin' 

point donné de la courbe dont on a l'équation y 

«'est ce problême qui a donné naissance au caIcu^ 
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djflTérentîel (i58) qa'on appelle pour cette raison 
la méthode directe des tangentes , parce que toute 
équation différentielle peut être considérée comme 
déterminant la position d'une tangente : en effet ta 
position de la tangente est déterminée quand on 
connoit la toBgtfeur de la soutatogmite (^67) : soit 
I%.$4» donc ^ Mh , une courba dont les ordonnées soqt 
parallèles entr'elles> et perpendiculaires à Taxé 
des abscisses ; menons par le point M la tangente 
MTet la normale MHy soit menée Tordonnée pm 
infiniment près de PMy et la petite droite Mk pa- 
rallèle à l'axe u^ JLi cette ligne infiniment petite 
est la différentielle de l'abscisse .^P; ri» est la 
différentielle de i*ordonnée correspondante PMj 
et la petite ligne Mm est la différentielle de Tare 
uiM. 

S\ Ton considère la courbe^ JECX coi^nie un 
polrgon^ d^uh irombiie infini dct câtéi infiniment 
petits 9 le petit arc de la courbe Mm peut être 
regardé comme une ligne, droite- qui est tout à-la* 
fois l'élément de l'^rc et cefui de la tangente , ou 
ce ffiÀ revient au méne^ la tangente peut être 
considérée coimae le proloogem^nt d^ céte îqfinl- 
ment petit M m, Celu posé : 

Soit Tabscisse ^ Pzixix ^ Tordonnée PM=y , 
Pp=^Mr===dx,'.mr=dyQMm=^4th tangente. 
MT=Tj\a sautangéme :P2T= /f , la normale 
MP[^=N ^ la sous-normale PH^==M, Le triangle 
în|iniiAe«t p«tit: Mn^ r est sf niJ^labW w Iriai^Ie 
TPMj. on aura doue l^$ proportions suivantes : 

rm:Mr::PM:PT,ou,(fjf:d:$::yi:Iij, 




rmiM^mv.PMiMTy QJxdyid$::y:Ti 
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donc r=*^3— • 

MrimrV.PM.PH^^VL dx.dyllyiMi 

donc ^ M^^. ' 

dx 

Mr:Mfn::PM:MH,o\idx:ds::y:Ni 

yds 
donc N-==^—z—. 

La premièr^^ de ces formuler îod^ue que la soo- 
tangente est égale à l'ordonnée divisée par le rap- 
port— , ou muftipKée par le rapport — : donc 

pour avoir l'expression de U skoutangente dans on« 

courbe dont l'équation est connue, on difFéren- 

tiera cette équ^lon 9 on déduira de l'équation dif- 

dx 
férentiée la valeur du rapport — , et Tofi mukf«' 

pliera son expression par celle de l'ordonnée jk; et 
comme toute équation drfFérentiée donne la valeur 

du rapport -7-, ^** ^^ "°® pareille équatîoo pourra 

toujours 'être considérée cdmme déterminant la 

{)Osition de la tfuigente à un point cjuelconque de 
a courbe doâtt on a Téquation ; ainsi tous les pro- 
blêmes de calcul différentiel se réduisent à celiu 
des tangenteis, c^est la raison pour laquelle ce cal- 
cul est appelé aussi la méthodi^ des tangentes. 

Exemples : Supposons qu^on demande l'expres- 
sion de la soutangente dans la parabole, dont l'^oua* 
tioB rapportée è Taxe estjy*=/)xj en la dîflfé- 
reàtt^nt , oTi a 
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d'où on déduit * 

Multipliant les deux membres pary ^ on a 

^y p 

mais — — est l'expression générale de la soutan- 

gente ; donc dans la parabole R=znx. 
L'équation a l'ellipse rapportée à l'axe est 

eo la différentiant^ on a 

, vib^xdx 
aydy = — $ 

d'où on déduit 

dx a^y 

^ = — ^ 5 multipliant par y, on a 

dy h^^~ \ X )' . 

donc dans l'elLpse R = ~( ^^~^ Vie signe né- 
gatif indique qu'il auroît fallu écrire 

ydx a^'^x* 

dy 7~'' 

Farce que l'origine des abscisses étant au centre de 
ellipse y les ordonnées diminuent lorsque les ^bs-t . 
cisses augmentent , et réciproquement j donc îL 

faut 
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faot écrire — ^^ lorsque dx est positif^ ou — dx 
lorsqu'on écrit +dy. 
Dans rfayperbole-on a 

, , b^xdx 
donc yày^ ; — , 

d'où on déduira 

ydt ^jx^'^c^ 
dy x 

L'équatron de la logarithmique est 

y — ^ (201) J 
«n la difFérentiant , on a 

, dx ^ dx 

m m 

d'où on déduit 

ydx 

c'est-à-dire que dans la logarithmique, )a sûUtaa- 
gente est constante et égale au tnodfule (âoi). 
2^9^ L'expression générale de la ^us-oormaU 

d X 

ainsi pour avoir Pexpresston de la sou^tiormale 
dans une courbe donnée i on différentiera l'équa- 
tion*de la courbe j oh fera en sorte d'avoir dans un 

V û? V t . . ' ■ . 

membre de Téquation ^ — ^ et le second membre 

CL X 

égal à celai-cîsesra Texpr^sâon de la sous-normale. 
V IV. F 
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L'équation de la parabole est 

en la difFérentiant on a 

Divisant les dçuz membres par udx^ontL 
ydy _p 
dx a ' 
donc dans la parabole là sous-normale est cons^ 
tante et égale à la mèltîé du paramètre. 

L*éqaation à Tellipse et à l'hyperbole difFéren- 
tiée donne 



ai* 
iïydy^=zà=.—^xdx. 



d'où on déduit 






dx 



a" 



L'élément de l'arcilfm dsk ds est ITiypothé- 
nuse d'un triangle rectangle Infiniment petit , 
dont les deux côtés sont dx ^ dy\ on-aura donc 

d8=- Vdx^ + dy... 

ds vy dy ds \y ^ 

jrinsî l'expression générale de la tangente Jasera 
' ', '■' ' \y ' y^dx"" ' ' < 

,:.J. ■;;..-,, ^ ^/^ dy^ ' 

et celle de la normale iV sera 



on 



\^: 



-■+'^- 
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On aura donc dans k parabole^ 

Observations générahs^ sur les principes 
du calcul differehtieh 

290. Les principes da calcul différentiel ^ tels 
qu'on vient de les présenter, n'ont pas le degré 
d'évidence qui caractérise les vérités ihat|iéinati- 
ques ; on y suppose , i*. les quantités infiniment 
petites comme des quantités réelles : or il a été 
démontré dans plusieurs articles de cet ouvrago 
que lés quantités infiniment petites ne sont autre! 
chose que la limite des quantités finies;' c'est-à- 
dire le terme dont elles approchent de plus ea 
plus dans leur décroissement sans jamais y arriver^ 
mais dont elfes peuvent ne différer qu'aussi peut 
qu'on voudra : ^\ on y suppose des quantités infi- 
niment petites dé plusieurs ordres , supposition 
dépendante de la première, mais impossible à con- 
cevoir : 3^ on y supposé généralemeot que? lesxliF^ 
férèntiellès. secondes sont infiniment petites du 
second ordre; mais tonte dilFérentielle seconde est 
la différence entre d^ux différentielles preinîère» : 
or riea n'empêche de concevoir une différence 
entre deux grai^deuride même ordre que lés gran^* 
deurs dont elle est la différence* La différence 
entre deux grandeurs finies est presque tourjours 
une grandèuciinie ; donc la différence entre deu3t 
grandeutà infim'ment petites peut être infiniment 
petite du premier ordre : 4*. en négligeant dànâ le^ 
calcul des quantités infiniment plus petites qua 
celles qu'on laisse Âibéistér /on donne lieu à des 

, F % 
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erreurs , et si les résultats s'accordent a^ec ceux 
qu'on obtient par une analyse plus rigoureuse, c'est 
parce que les erreurs qui naissent des procédés 
même do ralcul sont redressées et compensées 
par la manière de les appliquer à la résolution des 
questions. Par exemple^ en regardant la courbe 
Fig.54. ^jflfX comme un polygone d'un nombre infini 
de côtés chacun infiniment petite et dont le pro- 
longement est la tangente TM, il est clair qu'on 
fait une supposition erronnée, car le petit côté 
prolongé ne peut être qu'une véritable sécante 5 
mais Terreur est détruite par une autre erreur qu'on 
introduit dans le calcul > en y négligeant conmie 
nulles des quantités qui selon la supposition ne 
sont qu'infiniment petites. Le calcul différentiel 
présenté sous ce point de vue, n'est donc qu'un 
calcul d'erreurs compensées; il importe de l'asseoir 
sur des principes plus solides, en faisant disparoître 
les dii&cultés qui arrêtent ceux qui entreprennent 
de l'étudier. 

\ Méthode des limites. 

'•- • ■ . 

\-^ 291 « Nous avons dit, dans plusieurs articles de 

^Arithmétique, de l'Algèbre et de la Géométrie , 
ce qu'on entend par limite d'un rapport ou d'une 
expression algébrique , composée de constantes et 
de variables qui peuvent riecevoir toutes sortes 
d'BCcroTssemens ou de décroissemens. Nous avons 
fait de fréquentes applications de la méthode des , 
limites dans la géométrie : pour faire sentir l'ana- 
logie dé cette méthode avec le calcul différentiel , 
nous allons l'appliquer à la méthode des tangentes. 
Soit une courbe quelconque 
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par les points M 3f menons la sécaute SMM'^ Fig.Sr^ 
et par le point M la tangente Jf 2"; la partie de 
l'axe PS sera la soos-^sécante^ et la partie PT 
sera la soua-tangente. 

Soient menées aux deax points d'intersection de la 
sécante avec la courbe deux ordonnées PJf, P' Mi 
si on fait ^P = x , PM=^^ , on aura. 

MJR=àx^RM=^iiyi 

ks deux triangles semblables MBM\ PMSàw^ 

nent Téquation 

RM _ PM 
MR'^ PS' 
•D a par conséquent te rapport 

PT^MR '^"^ PT^Ax: 

{Le premier rapport seroit plus grand que le se- 
cond si la: courbe étoit concave du càté die l'axe. ) 
Plus le point d'intersectïon JKf' approchera de JH, 
plus le point 6^sera près du point T, et par consé- 

\ , PM A>' , 

>, quentplus.Ierapport.-^-^^ou — approchera du 

xf o- . Ax 

PT 

rapport : le premier de cçs rapports pourra 

%^ 
approcher du second aussi près qu'on voudra ^ 
puisque P ^' peiit diffSrer aussi peu qu^on voudra 

PT . . 4y 

de jPT; done — est la limite du rapport — : 

jr ^^ AX . 

A Y 

eherchoDs Pexpressico de le^ limite de — j elli» 
^ ^x 

"» . y ■ ^ ■ 

sera, la valeur de ~,j parce que deux rapport* 

r î 
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qui sont tous les deux les limites d'un même np- 
port sont égaux entr'eux. ( Géom. 8 , yii. ) 

Pour déîsigner la limite du rapport — , 6n se sert 

. . : dy 

d*un signe particulier qui ®st -~. 

La sous-^cante PS ne devient la soutangente 
PT que lorsque le point JïT s© confond avec M y 

y 
ou ce qui revient au même ^ le rapport -^-^ ne de- , 

vient ^- , que lorsque A « = o ^ et à y = oj donc 

pour avoir Pexpression de la limite du rapport — ^ 
il faut prendre la différence finie de T^quation de 
la courbe^ laisser dans un membre le rapport — » 

qu'on changera en ;7' > pour avertir que c^est la 

limite ^ égaler ensuite à aéro tous les termes qui se 
trouveront multipliés par A x ou a j^^ lés termes^ 

restans seront ^expression dé --- en termes fîni^ 

dx 

Soit la courbe proposée une parabcila dont Té^ 

quation est y^^^ppci 

si on eii prend la diSereiice ftni^^ oo^va ^ ■ 

^y ^y+à^y^^^pàx^ ; : _ 

d'où on déduit 

J^y _ p ■ 

jnséqueol 
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dx ay* 


«7 


mais. 


dy y 
dx PT* 




parce que ces 


deux expressions sont la limite ( 


t'Qn 



y ■ 

même rapport ~^: on a donc 

comme on Vtt dé\k trouvé (a88). 

20Z^L*équation-^ = — donik^e, par la mé- 
thode des limites^ mèae directement à Téquatioi» 

^ydjr—pdxj 
qui est la différentielle de Féquatlon 

doncja méthode ^es limites mène an mém^résot* 
tat que le calcul diflPerentiel : il y a pourtant une 
différence entre ces deux méthodes^ en ce que 
dans la première on ne fait pas entrer séparément 
dans le calcul les quaptitf s qui e^ynîment les accrois- 
semens correspondans de l'abscisse et de Fordonnée^ 

BÎ même, leur rapport exprimé par-^ y mais seu<- 

ùkX 

lement la limite ou dernière valeur de ce rapport 
exprimé par — : )« valeur de cette limite est tou-* 

uX 

Jours ..une quantité fîm'e3 et comme on n'obtient 
l'expression dé cette limite qu'en faisant A x et 
A j^ =. 0;j,il s'èusMit ç^ue les «quantités qu'on néglige 

F 4 
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sont négligées non > comme on le dît ordUnalrew. 
ment , parce qu'elles sont infiniment petites par 
rapport à celles qu'on laisse subsister y ce qui ne pro* 
duit qu'une erreur iofinîraent petite ou nulle ^ mais 
parce qu'elles sont véritablement zéro : il ne s'agit 
pas de quantités infiniment petites^dans la n^thode 
des limites , mais seuleiâent de quantités finies. On 
peut étendre ces obserTations aux différentielles du 
second ordre : dans la méthode des limites il n'est 
jamais question de quantîtéreprésenté^ par cPy con- 
sidéré séjiarémeni j mafs d^y doit toujours être 

divisé par dx^ : oc j-r- désigne une quantité linia. 
dx 

En effet ^' désigne una quantité finib qu'on peut 
dx 

représenter généralement par Fx j et si on appelTe- 
P l'expression de. la limite, de — , on. aura 

Cbjecclions la différence finie de cette fonction en 
mett^qt x-i^àx à la place dç x ; oaaura 

Prenons la. limite dé ce rapport ^ que noui obtiens 
drans eu faisant a a; = o^ nojus aurons.. 

dx 

— 'i' = <s)=3ï- 
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en faisant dx constant; donc -7-- = JF'' ^= une 

dx^ 

fonction finie de x. 

293. Pour donner plus de développement et de 

{généralité à cette méthode des limites ^ prenons 
'équation d*nne courbe quelconque y =îs^ F x. . . pig. 51. 
Si on suppose que l'ordonnée P M devienne 
P'Jf =;^-f Ly lorsqueu/P devient ^P'=a?+ Ajr> 
on aura généralement 

ax . % a.S 

A la limite du rapport — on doit avoir ùxzs:iOi 

donc -^=3 J?".:c.'.. 

dx 

Cette dernière équation peut se mettre sous cette 
forme 

dx=dxK'x, 

qui est précisément celle que Vcm eût trouvée si on 
eût pris la dBFerentiette de Vêqnediony = JF.x. 
Exemples : Soit y = a jp"* , on aura 

ày f « , m. m — i ^ . 1 

' ùx s a * 

A la limite du rapport — . on a 

donc 

~ =amxf-\oxidy^^amx^'^'^dxri ' 
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Soit j^ = X z. • «on aura 

3 ^y Az 

done — =? X — ^z+Az. . . 

AX AX 

A la limite , AxetAz=o} 
j dy dz 

et par conséquent 

dy^Lxdz-^-zdx ^ 

comme par le calcul différentiel. 
- Soity = log X. • • on aura 

Ay 1 AX A X* 

A ta limite du rapport -^ on a 

Ax:=::0; 

S^it j = a*. ♦ . on aura 

^ = a'[log^+^(Ioga)-+...| 
A la limite du rapport — on a toojour» 
A X = o ; 



'^j^ 
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et p^r conséquent 

dy^ =^a' dx log a. 

Soît ^ = sin X , on aura 

Lx a 

d'où pn déduira 

~ '=i cos X , oxxdy =f fî-x" cos a?,. 

Soit encore^ = cos âp^ on aura 

Ay . Ax \ 

— = — sin Jir—- •: — cos 4r+.«« 

donc à la limité du rapport — , oq aura 

ÀX 

^y • j ^ • 

-7- P= — am^x « ou a Y 5= -r- as 310 x. 
On voit par tous ces exemples que la. méthode pour 

Ay 

avoir l'expressipn ^e la limite du rapport — con- 
duit au même résultat que le calcul difFérentiel : 
dans l'ui^ is.t Taiitre méthode on cherche la diffé- 
rence iiiiie de la foncfion proposée; on négh'ge 
ensuite lés terraès^mukipliéspar Ax*9Ax-Ay,Ay\..&c. 
Dans le calcul différentiel on les néglige, parce qu'ils 
sont infimment petits çomparativepient à ceux qu'on 
laisse sûlisister:; d^ns Woiéthode des limiter on les 

néglige^ parce que la valeur de -^ jCêsi Têxpression 

de sa limite ^qu4 lorsque tous les termes contenant 
A »•. . .&c. ont disparu i c'est-à-dire lorsque A j? ^ 
^y «ont léro. 



Q2 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

294. Voici encore une application importante de 
la méthode des-Kmites. On a vu (248) , que siy est 
Tordonnée d'une courbe répondant à râbscisseA:^ 
l'ordonnée j^ répondant à l'abscisse x+nAx est 

n.Tt — 1 Ti'.fi-^ i.u— a - 
Y=y+n A ^+ ^y+ aV 

n.n — 1.» — 2.n — 5 . « 

4. A*jr+,..&c. 

On peut transformer cette formule en la suivante:: 

Ay n.n — i . A*y 

jr=r+n A X.— + — . A ^ —4 

nx 2 ^ A Of* 

12.72 — \.n — 2 «A^y rt 

+ A :r' -^ + . • . &c. 

Soit représentée par ^ la distance /lAx qui séparer 
les deux ordonnées Yyy : on. aurais 



»A jr = jT^et Ax 



= ?r 



cette vateur substituée d&ns là formulé précé^ 
xlçnte y donne 

^ AJr 72^ A 4P** 



■ •■ ■ ' X 2 a' y ' 

72 n ^ A«^ 

L'équation. f2 A :r = çj donne là proportion 5 
— :«::i:y: 
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donc le rapport de — : /» est constant , «t = 1 : y ; 

Ax 

par consé^ent plus àx sera petit, plus n sera 
grand : si on suppose Ax plus petit que la plus 

Î Petite gr%ndf ur assignable, c'est-à-dire si on divise 
'intervalle q en un nombre de parties plus grand 
que tout nombre assignable ^ on aura 



1 



<et l'expression — deviendra ceHe de la limite de 

ce rapport : négUgeant donc les teripes- , -,-•••; 

n n 71 

qui sont nuls dans l'expression de la limite} et 

•changeant le signe A en c/, on a 

- ^ ax a ax* a^odx^ 

Telle est Texpressioii de Tordoniiée T répondant à 
l'abscisse x-hç 3 et ne dépendant que des puis- 
sances successives de l'accroissement q et des 

limites —, -j — • . . &c. Si on vonloit Texpressioa 

dé l'ordonnée répondant à l'abscisse j;— ^ , il suffi- ' 
roit de changer dans la précédente +9 eu — q, 
ce qui donnera pour les deux cas 

^'^^dx ^adx' a^ dx'^a.5.4 dx* • "*'• 
Cette formule est le Eeimeaz théorème de Ta^lor , 
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qu'on peat regarder comme le fondement da cal- 
cul différentiel. Il est de la pins grande ntilité poar 
développer telle fonction qn'on voudra^ selon les 
puissances de Taccreissement de la variable. 

Si Vôh représenté par/^l'ordonnéé qpi répond à 
l^ifbscissè aiérè j et qn'on mette ir à la place de ^ ^ 
on aura pour développement de Tordonnée qui 
répond à l'abscisse x 

Le théorème de Taylor ainsi modifié , donne le 
mojéii de développer une fonction de x selon les 
paissances de x; îl sdffif de prendre lés différen- 
tielles successives de la fonction et de supposer en- 
suite rr =6. 

Exemple : Soit j^ = (d+xy. • . en faisant x=o , 
on a 

df 
^\ -j-^mÇa+xy^'jetézzmanT^j 

lorsque jr = o.«« 

d'^f 
S\ j^ = m.m— i(a+:r)"-»=^.OT— la--, 

lorsque :r = o. • • donc 

< «ôîT/ss lbg(ë4-x) tÎGrtqiiô'Àfïio, on a 
d 
éeiiit la même lapposition. 



dx a-\-x à 
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îç» L — __ ___ — .p— . 

«J • ^ r • ^^ / Ni "-^ ^^ a* • • • 

i/** (a+»)* a* 

donc 
log(a+*)=roga+~^+^3r-...&c.(ioa) 

Observations générales sur la méthode des 
limites. 

295. Si la métlïode des limitea étoit tOD)oiirs 
aussi facile à mettre en usage que le calcul diifé-* 
rentiel , elle seroit préférable à tous égards 3 car 
on ne sauroit disconvenir qiie les principes qu'elle 
emploie ne sbient très-rigoureux : cependant elle 
donne lieu à quelques difficultés qu'il est bon de 
coûhoitre. 

1*. La détermînatîoB dé la tangente des courbes 
par ta méthode des limites suppose ^ue la tangente 
«st la limite des sécantes, dii là ^outângente la 
limité des sous-sécantés ; ce qui n'est pas rigou- 
reusement Vrai , parce que , selon la définition dÀ 
la limite, celle de la soùs-sécante est le. terme dont 
elle approche de plus en plus sans jamais y arriver^ 
idai^ ddtii elle peut né ddEFérér qu'aussi pexi qu'on 
voudra : or on consoit, i"". qujela sous-sécante peut 
devenir soutangente ; 2^. que forsquê îa sécante 
M V est devenue la tangente Jlf«?, rien n'empêche 
de la concevoir tournant encore sur le point Jlf, et 
redevenir sécaftte ilCTr ce li'est dono qu'en c(msidé«- 
Tant les Hmites d'une manière particulière j comme 
nous l'avons fait n*. (177), qu'on peut s'en servir 
pour déterminer les soutangentes» 
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2^. Poar détermraer la limite oa dernier rapport 

de — , on regarde Taccroissement de jp et jr 

comme nals^ ce qoi réduit leur rapport à l'exprès*' 

«ion yagoe de - ; on pent cependant se convaincre 

que ce rapport n*est pas absorde : soit poor cela 
la proportion 

x.ywqx.qy^ 

d'où on dédoit généralement 

X — qxiy — qyv.siy. 

si le quotient da conséquent , divisé par Tantécé-' 
dent $^=19 cette dernière proportion donnera 

ainsi le rapport de - est ^ en général ^ vague et in- 
déterminé : dans le problème des tangentes, on ne 
se borne pas à regarder les accroissemens comme 
nuls , mais comme dernières raisons des quantités 
finies dont ils sont les limites. 
. Pour s'en convaincre, prenons la ligne droitCud^-M" 
r K5 apportée aux deux axes ulX^ u4Y: soit 

, Ay FM . ^. 

le rapport-*^ =—— 5 en sorte que si on fait ca 

AX P S ^ 

dernier = a^ on aura 

AX 

Vi au lieu de considérer Tordonuée P^M% on prend 
^m^on aura toujours 

rm 
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rm 

«î on diminue par la pensée, JUr, mr diminuera 
praporiionitellement^ et Ton aura toujours le rap- 
port des accroissemens = a. Puisque A^ et A;k: en 
diminuant continuellemeot conserveat toujours le 
même rapport, il s'ensuit que ce rapport aura 
lieu même à la limite ; mais zéro est le terme dont 
ces quantités approchent dans leur décroissement ; 
donc dans la ligne droite MS^ on a 

o 

o 

Si la ligne ^ MM'^st courbe^ le rapport ^-=^ Fig, 54. 



RM 



/m' 



n'est pas le même que celui de -t~îî>9 comme dans 

la ligne droite; mais si ifcfr' diminue, m r' dimi- 
nuera aussi dans un rapport déterminé par la loi 

de la continuité et la nature de la courbe: donc — 

AX 

est l'expression d'un rapport variable. La limite ou 

ïa raison dernière du rapport -=^ est égale à -ig-^ , 

et cette limite a lieu lorsque Ay et a ap = o ; 
mais comme ces quantités conservent toujours dans 
leurs décroissemens correspondans un rapport dé- 
terminé [par Téquation de la courbe, il s'ensuit 
que lorsqu'ils sont devenus zéro, ils sont liés entre 
eux par la même équation 3 ainsi quoique zéro soit 
la limite de toute grandeur variable qui va en di- 
minuant, le rapport de A j' : A ;ir , employé dans le 
problême des tangentes , n'y entre pas d'une ma- 
nière arbitraire; mais il est déterminé par le rap- 
port qui existe entre l'ordonnée et l'abscisse : aussi 
IV. G 



g8 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

aa llea de désigner la limite da rapport — par 

1 expression vague —, on ecnt — , pour avertir 

que de tous les rapports que — peut exprimer, on 

ne considère que celui qui est égal a l'ordonnée 
divisée par la soutangente. 

Pour se convaincre par un exemple particulier 
que lorsque A ^ et A jp sont zéro , ils conservent 
entr^eux une certaine relation , nous prendrons les 
deux progressions géométriques suivaiites : 



I 1 

1 I 


Il 1 

8 • 76 T'* 

11 I 


lO lOO 


iboo loooo lo 



La Fimite de la première est zéro ; la limite de 
la seconde est encore zéro ; mais chaque zéro porte 
pour ainsi dire l'empreinte de la loi que suivent les 
termes de la progression dont il dérive : en sorte 
que si on divise chaque terme de la progression 
supérieure par son correspondant dans la progres- 
sion inférieure j on aura 



et à la limite. 






— =55 = 00. 

o , 



296. Plusieurs Géomètres ont regardé les quan- 
tités représentées par ûfy,c?x, comme évanouis- 
santes; c'est-à-dire qu'ils ont considéré les accrois- 
semens respectifs des abscisses et des ordonnées 



^Ë.j^ -■ 
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non avant qu'ils évanouissent y non après qu'Us sont 
évanouis , mais à Vin^tant quUls s'évanouissent ; ils 
ont défini le calcul différentiel avec Euler , la mé- 
thode pour trouver ce que deviennent les rapports 
entre les différences finies des quantités variables, 
lorsqu'on suppose que ces différences deviennent 
nulles : cette définition e$t exacte , mais on n'en 
conçoit pas mieux la nature de ce& quantités éva-* 
nouissantes, auxquelles on assigne en quelque sorte 
une place entre Texistence et le néant. 

Newton, pour éviter la supposition des infini- 
ment petits , a considéré les quantités mathéma- 
tiques comme engendrées par le mouvement d'un 
point. Il a appelé fluantes les quantités qu'on 
nomme pariables ; mais il tes réduit à être vérita- 
blement zéro , parce qu'il les considère , non comme 
des espaces parcourus réellement , mais comme le 
rapport des vitesses avec lesquelles les grandeurs 
varient : cette méthode s'accorde quant au fond 
avec le calcul différentiel , mais elle tient à la con- 
sidération du mouvement qui est étrangère à Fana- 
lysé et à la géométrie. D'ailleurs la détermination 
analytique des vitesses dépend dans la méthode des 
fluxions de la considération des quantités infiniment 
petites ou évanouissantes , et est par conséquent 
sujette aux mêmes diSiciikés que le calcul diffé- 
rentiel et la méthode des limites. 

On va voir dans l'furticle suivant que toutes' les 
différentes méthodes dont nous venons de parler 
n'ont d'autre but que de donner le moyen d'obte- 
nir, séparément j^ les premiers termes du déveiop* 
pement eu série d'une fonction , et que par consé<- 
quent le calcul différentiel, la niétlipde des limites, 
celle des fluxions. ^ . &,c. sont les mêmes^ quant ajt 
fond > que la théorie des fonctions analytiques^ , 

G d 
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Théorie des fonctions analytiques. 

297. Soît l'équation d'une courbe y=^Fxy 
représentons ^^^ y yy''^y" • • . les ordonnées cor- 
respondantes aux abscisse» x+^^y^+â^*^» 
sc-^-Z Ax... on aura 

A jr* A x^ 

j^t!LF\x^-^r\x... 

a * 2.3 

d'où on déduit 

A a:* a x' 

^ù.(yz=iAxF.X'\ F\x^ -F'^'.x+...^c. 

^ a 2.3 

Il a été démontré (gi), qu'on pouvoît toujours 
donner à A x une valeur assez petite pour que le 

{)remier terme de la série soit plus grand que tous 
es autres ensemble 5 toute valeur de A a; plus pe- 
tite que celle-là , satisfera encore à la même con- 
dition, et comme on peut prendre ■ A ;i: moindre 
que toute grandeur assignable^ on pourra rendre 
le premier terme de la série plus grand que la 
somme de tous les autres. Si l'on ne conserve que 
le premier terme ^ on aura l'équation 

niais parce que' ce premier terme n'est qu'une 
partie de la différence^ on le désigne par ledimi- 
hnù? différentielle / et pour lui donner une carac- 
téristique analogue à sa dénomination , on subs- 
titue au signe a, le^signe rf, pour exprimer cette 
différentielle 5 en sorte que dy ^dxF' .x sera, 
Texprëssion analytique de la différentielle dey^ 
On déduit de cette dernière expression 
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-7- 17 .^f 

dx 

. ce dernier résultat ofFre une nouvelle manîère d*ex- 
-P^ primer" la fonctioa dérivée F' x^ ea dîyûant la- 
or. différentielle de la fonction proposée par Taccrois- 
;f^ sèment correspondant de la variable jr; et il est 
aisé de se convaincre que ces deux expressiqns 
sont identique». En effet pouravoir la valeur deF^x, 
'^' ]a théorie des fonctions analytiques prescrit de- 
substituer x^a xkla, place de x dans F^x, et de 
. développer la fonction jusqu'au second terme ; le 
' coefficient de /\x sera la valeur de F^x... Pour avoir 

dy 
la valeur de -^ d^ns la même fonction, le calcul 
^ dx 

différentiel prescrit de mettre x+^dx à .la place 

de jr ^ développer ensuite jusqu'au second terme ;, 

dv 
e le coefficient de d x sera la valeur de -7- : on aura. 

,e dx 



donc nécessairement 

dx 

Exemple : Soit 

y=ia^ = Fx. 
La tbéorie des fonctions analytiques donne 

le calcul différentiel donne 

dy=^nx'^''^dx y 
d'où on <fédult 



ax 

d'âne -^ = ^'«i. 



e 
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Voyons comment on peut exprimer les autres fono- 
tions dérivées F' xyF".x. . .&c. 

298. On a vu (249), que A* y =^^ — ^y+jr: 
$1 on met à la place àey"\y\y leurs valeurs en 
fonctions de a? et a x , on aura 

A*^ = F{xA- 2 A jc) — 2 FÇjc + A a?) + F{x) 

' = Fx+a A xF'x-^- — —F''x + 4 . . &c. 

s* 

— 2J?V— aAarF X F" x-^ . . . &c. 

+ i^x.. •• - 

' Le premier terme de ce développement sera 
donc 

Tx'F'xx • 

si on prend Aar, assez petit pour que ce premier 
terme soit incomparablement plus grand que la 
somme de tous les, autres^ et qu'on change A en 
d, on aura 

et Ton se convaincra facilement que la valeur de 

F'.x donnée par la théorie des fonctions, analy- 

rf* y 
tiques est identique avec la valeur de -j-—; donnée 

€t> X 

par le calcul difFérentieU 
On a aussi 

ou en substituant >. 
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A^y=F(x+5^x)—5F{x-^ 2Ar) + 3F(«4- àx)—F.x^ 

=Fx+5^xF\x+- F".x+-^.F''.x 

— 5F.a?— BaatF'x F".x -F''\ x 

SL '2.0 

+5i?':ir+5Aa?i^'x+- F\x+ ^-F'^x 

a a. 3 

-^Fx 

= Âlc^ ^" .ir+ . . . &c. 

Le premier terme de ce développement est 

Ax^F'^x: 

si on ne prend que le premier terme | et qu^on 
change à en J^ on aura 



d'y _ 



dx^ 



t=F 



\iti 



• X m 



On trouvera par un calcul semblable quei^'^x 

d^ y 
pourra être représenté par — -j, et ainsi des autres 

fonctions dérivées, et que la valeur des termes 

(f V d'y 
différentiels --— , V^.* • • • • &c. est la même que 
dx^^ dx^ ^ 

celle des fonctions dérivées F'^'.x , -P^ x. . . &c. 

299. On a vu (89) que si dans Téquation jr = Fx 

on met x+it à la place de x^ on a la formule du 

développement 

2 5.3 

dT d^y 

€t on vient de voir que F'^^x = ^.•./^.ar= —,.» 

G 4 
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F'''^ = rf!r:onaaradonc 

Ainsi la formule donnée par la théorie des fonction» 
analytiques pour le développement des fonction» 
en série est absolument la même que le théorème 
de Taylor. 

Les termes ^,^.... «ont appelés coefficieo» 

différentiels , et l'on voit qu'ils sont les même» 
que les termes qu'on nomme dans les fonction» 
dérivées, fonctions primes, fonctions secondes, &c. 

On peut donc dire que l'objet du calcul diffé- 
reotiel est de donner les moyens abrégés de trou- 
ver dans tous les cas les valeurs de ces fonction» 
dérivées, et d'exprimer par des caractères parti- 
culiers la loi suivant laquelle elles dépendent de la 
variable j^, considérée comme fonction de x;en 
sorte que cette loi puisse entrer dans les équations 
indépendamment de la connoissance de la forme 
de la fonction de x représentée par r. 

Les fonctions dérivées F'.x , F".x.. . sont ab- 
solument indépendantes des àccroissemens de a;; 
donc les coefficiens différentiels n'en dépendront. 
pas davantage: ainsi pour déterminer ces coeffi- 
ciens, on pourra substituer x+dx à ïa place dé^^ 
dans ^x , pourvu qu'on ne regarde pas rf*^ 
comme une quantité déterminée, mais seulement 
comme un signe abstrait destiné à retracer la mar- 
che qu on a suivie pour arriver à l'expression F'.x. 
Kçvenon» a la formule générale du développement. 

' . 300. Lorsque la courbe représentée par l'équa- 

Fig. 57.) ^j^'^y—^f^ plusieurs branches telle^que J/m JW', 

MnM 'ycest-k-dite lorsqu'à une même abscissa 
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répondent plusieurs ordonnées, chaque valeur dey 

donne une valeur différente pour les coefHcIens 

dv c?* V 
différentiels —, "-—^ . .&c. et on a autant de sé^ 
dx dx* 

ries pour le développement de i^(:t-f-^) que la 
courbe a de branches différentes ; naais si en don- 
nant à Tabscisse une valeur particulière a , le nom^ 
bre des ordonnées répondantes à cette abscisse 
diminue, plusieurs branches de la courbe passe- 
ront par un même point ; mais le nombre des séries 
du développement dé F(x+i) ne diminuera pas , 
parce qu'à la distance a +ifr de Torigina des abs- 
cisses la courbe conservera toutes ses branches. 

Lorsque le nombre des ordonnées diminue pour 
une valeur particulière de or, le nombre des valeurs 
particulières des coefficiens différentiels diminue 
aussi, et par conséquent la série du développe- 
fuent ne pourra pas convenir à toutes les branches 
de la courbe répondant à l'abscisse a + ^; et n'y 
ayant aucune raison déduite de la nature du calcul 
pour qu'elle convienne à une branche plutôt qu'à 
une autre , les coefHciens différentiels doivent res- 
ter indéterminés, c'est-à-dire-, ou infinis; et \t\ 

o 

formule du développement se trouvera en défaut 
pour ces cas particuliers. 

Cela ne peut arriver que lorsque des valeurs par- 
ticulières de X font disparoître des radicaux dans 
JFx y qui subsistent néanmoins dans F (x+k)t or 
un radical ne peut disparoître dans une équatioit 
que parce que la quantité qui le multiplie devient 
nulle, ou parce que le radical lui-même devient 
nul. Soit par exemple l'équation 
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il est visible , l^ que si ar = a , le radical dîsparoît 
à cause du coefficient x — a qui le multiplie et qui 
devient nul ; o!*, si Ton fait a; = o , le radical dispa- 
roît encore , parce qu'il est lui-même égal à zéro. 

Dans le premier cas jl est clair que le radical 
dîsparolssant dans la valeur de j>^, il peut ne pas. 

dy 
clîsparoître dans les coefficiens différentiels — , 

-T^ • • • &c. comme cela arrive effectivement dans 

l'exemple cité ; alors le développement à^F{x^Jc) 
donnera toujours deux séries , une pour la branche 
MmM\ l'autre pour la branche MnM'; mais si 
par l'élévation au quarré on fait disparoître le ra- 
dical dans l'équation citée ^ on aura 

(y — ayxa= (x — ayxx,. 

dy d^ y 
Les coefficiens différentiels -— j t^* • • déduits de 

dx a or* 

cette équation ne montant qu'au premier degré y 
ne peuvent avoir qu'une valeur, et comme il ny a 
pas de raison pour qu'ils donnent la valeur qui con-^ 
vient à la branche M m M plutôt que celle qui 
convient à la branche Ji/z M! ^ ils doivent se pré- 
senter sous une forme indéterminée dans la sup- 
position de 0? = a î c'est-à-dire qu'ils seront sous la 

forme -. 
o 

Dans le second cas , si on fait disparoître le ra- 
dical par la supposition de :t = o , alors ie même 
radical disparoit dans to^is les coefficiens différen- 
tiels ; et comme ce radical se trouve au dénomina- 
teur 5 ils deviennent touis égaux à l'infini. 

Ces deux cas qui semblent faire exception à la 
règle générale ,.ant été discutés par Lagrange daas. 
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sa Théorie des fonctions analytiques, n*» 34 et suî- 
vans : il résulte de ses observations que le dévelop<- 
pement de F (x-^k) dans ce dernier cas doit con- 
tenir des puissances fractionnaires de i& , ce que la 
formule générale n'exprime pas. { Ployez V ouvrage 
cité de Lagrange et le Calcul Intégral de Lacroix. ) 
301 . Soit Téquation àtroîs variables z =F(x^y): 
on a vu (97) que lorsque a? devient ^ + ^et^,y+o> 
on a 

:Z,oiiF(x+k,y+o) = z+k{^ — ) 

fZ\ Jtv^\. t fZ\. ,rz\ 

— \ représente la fonction prime de z , prise en 

ne faisant varier que a , et f — j désigne la fonc- 
tion prime de z, en ne faisant varier que a: ; maïs 
si on différentie Téquation en ne faisant varier que 
X yh^ aura 

dx\x )' 
et en faisant varier j^^ 

on pourra donc substituer ces deux coefficiens dif- 
férentiels aux notations 

■(f)=Cf')"; 

dz 
Cependant comme -j-.ne marque qu'une partie de 
dx 
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la différentielle de z; c'est-à-dire z difFérentîéeseu-' 
lement par rapport à la variable x j pour ne pas 
s'y tromper , on écrit 

par la même raison on écrira {jj-j pour déstgoer 

le coefficient différentiel de dy. La différentielle 
totale de z sera composée de deux termes. (275)> 
et Ton aura généralement 

Si on différentie de nouveau Téquatioa n 

en ne faisant varier qu'une variable, et qu'on re- 
présente par u le coefficient différentieH-T-j, on. 
aura 

■'=^('-).«0=(!:>..(|)=l- 

donc 

dx dy 

La différentielle de d. Cj-) m devant ôtre prise 



"""^ydx^' 
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que par rapport à or , on pourra écrire 
/dz\ fd^ z\ 



<i><^y' 



dx 
on écrira aussi par la même raison ; 

* \dx) ~ \dx dy) ' 
dy 
donc les fonctions dérivées du second ordre2^(jcj^), 
^'» (^î J')» ^x (^>y)> qu'on a représentée (97) par 

T— j,^— j,r— J seront égales aux coefiGiciens 

différentiels 

dl?) ' \d7dy) ' \dy) ' 

et la formule de développement pour une fonction 
de deux variables sera 

_ _ /dz\ /dz\ k" /d^ z\ 

+io ('-^V-C^+ . . . . 

\dxdy) 3 ^dy^J 

Ainsi le Calcul. Différentiel fournira encore le 
moyen de déterminer d'une manière abrégée les 
fonctions dérivées, de tous les ordres, lorsque la 
fonction primitive est composée de deux variables, 
et tout ce gui a été démontré dans la théorie des 
fonctions analytiques trolivera son application dans 
le Calcul Différentiel ; on CQnolura^ par exemple, 
du n**. (96) , que si on a une équation entre deux 
variables représentée par 

F{x,y):=^o, 
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oa plus simplemeDr^ par 

en la difFérentiant plusieurs fols, on en déduira plu- 
sieurs équations diflPerentielles qui auront lieu en 
même temps que la proposée ; c'est-à*dire que sî 
on a /^= o , on aura aussi 

Manière de représenter graphiquement les 

cdefficièns différentiels -^ , -~ .... 
^ ^ dx dx* 

302. Soit une coMvhe MM , dont Téquation est 

uiP étant labscisse ^ et PM Tordonnée : si om 
Fîg. 56. fait Pr^zt , et P' M = /, on aura 

, dy *• d'y k' d'y 
^ dx u dx* 2.3 dx^ 

Par le point Jf menons la ligne droite TMS^ tan- 
jgente à la courbe en M*y Téquation de cette ligne 
droite est généralement 

Ton aura par conséquent au pgint P\ 

dz 
z onP S=iz+Jk''r-^=iZ'^aX:} 
du 

mais la condition que TMS e%i tangente au point 
ili donne 
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on a donc 

dx 

Le point M étant un point déterminé de la courbe, 
les coefficiens différentiels sont aussi déterminés 
par ce point : faisant donc 

L'ordonnée P*M' sera représentée par la série 

C Dlâ 

y — ui+Bk-^—k^-^ — -- + ..-&C. 

Si on trace entre la tangente et la courbe MM! , 
les courbes paraboliques Mt^Mu^ dont les équa- 
tions rapportées aux mêmes axes et à la même 
origine sont ^ pour la première , 

Q 

z=^+B(u^x)+— {u—xY (i) 

pour la seconde y 

C D 

z = A'\'B{u—x)^ — {u--xY^~t{U'—x)\..{^) 

et qu'on suppose ensuite que l'abscisse u devienne 
jtr+A , ou ûiP' y les ordonnées correspondantes 

seront , P't , P'w , 

et Pon aura 

P't^^+Bk^—k\..Fu^^Jc. Bk+^k^+^^ i' ; 

mais on a 

rr, ôxxPM^A, rs^Bk, 
donc 

st=- —it» et «i^ = — -*'*.. &c. 
2 ' a*5 
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On voit donc que le premier terme da dé^efop* 
pemeot est égal à l'ordonnée de la coarbe au 
point donné M^\e second est égal à la partie de 
l'ordonnée comprise entre la perpendiculaire 3îr 
et la tangente ; le troisième est égal à la partie de 
l'ordonnée comprise entre la tangente et la pre- 
mière courbe parabolique ^ le quatrième est égal 
à la partie de la même ordonnée comprise entre 
la première courbe parabolique et la seconde. . . 
et ainsi des autres. 

application des méthodes précédentes à 
la Géométrie. 

303. Le premier problême de Géométrie qu'on 
ait résolu par les nouveaux calculs est celui des 
tangentes; on en a vu la solution par le calcul dif- 
férentiel , par la méthode des limites et par la 
théorie des fonctions analytiques : l'identité démon- 
trée entre la valeur du coefficient différentiel et la 
fonction prime i^'^.o;^ fait qu'on peut substituer la 
première de ces expressions à la seconde dans la 

formule des soutangentes ■=-, — , donnée par la 

théorie des fonctions analytiques : elle devient 

dx 
ainsi j^ — j comme on l'a obtenue par le calcul dif- 
férentiel et par la méthode des limites. 

dy 
Puisque l'on a -— = F' .Xy et que les règles da 
dx 

dîfférentiatîon données par Leïbnitz sont extrême-' 

xnent simples^ commodes et faciles à retenir ^ ovi 

s'en servira pour trouver la valepr des fonctions 

dérivées j et le calcul différentiel sera ainsi réduit 

à une méthode en quelque sorte mécanique pour 

trouver 



Irotiver promptemeqt oes foix^dops. Nous ne/erôna 
pas ici de nouVeQès appriçations de la formula dés^ 
jsoutangentes à des courbés particulières j mais' 
icommë ce pi^obtêtne est uS cas partîculîeV dé la 
théorie générale des loscolattoas ^^ bous doiuDuerona 
plus de développement à ce.qui a été dit de cette 
,théorie(i8'ô>i8»). 

JJes différens orêres d^osculàtion des 
' lignes eourbesi . 

304. Soit une courbé quelconque 'MM3f ^ 
dont les abscisses ^P. sont' représentées par :^ , Fig.58i» 
efc les ordonnées PjSf p'ary^^ïnenons par lé point 
LAf la tangente MS: quoîqu*on ne puisse pas me- 
ner une autre ligne droite ^ntré la tûiigente et la 
courbe^ onpéut néanqjoins IFaîre passer une infi- 
nité d*autres^cpurbes différenteis qui toucheront U 
èourbe proposée au^point M , et auront pour tan- 
gente commune la ligne M S. Le cercle oïFré 
tin exémple-tres-simple de cette circônstiailce : ou 
èait^parles EMmens de<îéométrie, qu*entre un 
cercle et sa tangente oii peut ftire passer une infi- 
nité de circoûférèhcês difFérentes , ayant toutes 
leur centre sur |ia. piêmé ligne droite perpendicur 
ïaïre à là^èiè^ente , et uil rayon pris aui* cette pet*-»^ 
pendiciilaireptusgrand:qûe celui du cercle^ ^ 

Soit donc une seconde. courbe Mfjt, passant entre 
la proposée et la tangente j représentons l'équa- 
tion de la praposée par 

'\ , , , 

....... y—F'X.i .. . ,. - 

celle de là sèçoinle courbe- par 

Menons ^iR' ]^raUèk à l'^xe, «t les ordonnées 



fl4 LéÇ(yi»S étéVSNTÀiïLie» 
oa> mitw 1m deux é^pMMBoaaiTantes r 

Faîwat ensuite k négatif;, on aura 
, dy i* d'y ¥ d?y , . 

ëi on retranclie r^qa$M:ion (d) de f équation (i) , 



on a 



llçtnMachant l'é^tiça (4) de TégnfiMtA (3D * on a 
'^ '^~ Irf* I&3 "*■ a W d»*j 

Les rapports enti^ les différens termes qui se 
correspondent dans les Tèleurs de ^'^ zii' servent à 
faire connoître jusqu'éi quel point les deux courbes 
MM\ M (A diffèrent ^line de l'autre dans la partie 
de leur tracé côf respondante à F P/m fe 
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On voit i*', que pour (|ue ces deux courbes ayent 
un point commun répondant à l'abscisse x^W faut 
Cju'à ce point 'i^*=\y} ce qUi donne 

JF^.x=f.xt 

en vertu de c.ette.3upp06itioii les deux courbes pas- 
sent par }e point Jlz/ pouvant d'ailleurs avoir un 
tjrace ouelcQi^ue dp^ part et d'autre de ce point : 
il jr, a dans ce cas u|îe simple intersection. 

O/i voit à"*, ^ue puisque la ^uaâtité i peut être 
prise assez petite pour qi^e \p premier terme soit 
plus grand due Ijft somme de tous les autres^ la dis- 
(9Qp.e. des &nx çburbea ft'M' sera d'autant plus 
petite qu'il y aura plds de termes qui disparoitront 
au ' coonnenCjémiaàt dé l'eâcpression ûe (/ Jif..* 
Ainsi le rapprochement deviendra plus grand s» 
Ton a ' . 

<fy _dtt, 

dK dot' 
il sera encore plds grand si l'on à de plus 

d^y d^ii . 

do^~d^' 

-^ est re;^pi^ssîpi| de la tangente de l'angle que 

ta' tangente de la courbe JlfiHf au point Jlf fait 

"*"**' " .'^ ' dû 

avec l'axe des abscisses , et -^ est la taz»gente de 

"^ •' - • dx . 

l'angle que la tangente de la courbe^ i^ff^' au point 
M fait avec le même axe des abscisses : donc 

dy du ^ I • 

lorsque -y- ±= — , ç'^st-à-dire lorsque le jpremier 

dx ' dx ^ • . 

terme dé' la valeur de fi^ jAf' manquera , les deux 
courbes non- seulement auront le point M de com- 
mua, mais encore auront là tangente commune à 

H a 
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ce même point': donc les, deux coai'bes. seront 
tangentes Tune à Tantre au point iH, c'est ce qu'on 
Homme osculation. du premier ordre*- 

305. De plus ^ toute autre courbe dont Téqua- 
tion seroit jç = ^.* , qui, passant par le point M 

ne jouiroît pas de la propriété d'ayolr -j-.= ^ , 

dx dx 

ne poarroît pas passer entre la courbe JdM ^ et ^ 

la courbe My^. En èiffet; soît D là diCfërence des 

ordonnée^ des déù±- ^premières courbes pour la 

même abscisse jr+fi^. ..on aura 

I?,aQF;(*+ hy^iix^k) =^{^ ^ } +■ V.&C 

Soit A la différence 4ies ordonnées de hr première 
courbe et de la troisième, on aura . . ; . 

A,oui^(x+*)-v(x+^) = *[^-^} 

h^cd^y . d''z:\ 

Or, tant que k ne se^ pas zéro , on peut lui don** 
ner une valeur assez petite pour que la quantité A 
soit plus grande que là quantité D, abstraction faite 
du signe : car le premier terme de la valeur de A 
peut être plus grand que tous les autres ensemble : 
donc ik troisième courbe ne pourra , dans ce cas, 
passer entre les <leux preipières. 

.306. Supposons cpe l'on ait à-la-foîs 
dy du dW d*u 

cette' troisième condition , jointe aux deut: pre- 
DEiières,, indique que parmi toutes les courbes dont 
l'équation seroit . 
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«t qui seroîent tangentes hJHM' y aucune ne peut 
avoir son cours entre MM' et M fj^ ', c'est- à-dira 
que de toutes les courbes tangentes à ilOf',,celle 
qui jouit de là troisièniç propriété s'approche le plus 
de là courbe 'il£MVet il y a pour lors en ^f entre 
le^ deux courbes une osculation du second.ordré. 

Sans pousser plus loin le détail sur les différenia 
ordres d'ôsculations , noUis' tetiiarquerons que ta 
contingence ou osculation a lieu entre deux cour- 
bes lorsque dans lesi séries de développement qui 
donnent les valeurs de leurs ordonnées répondantes 
à une même abscisse, elles ont plus d'un terme de 
commun , et elle est toujours '"d'un ordre égal aa 
nombre des termes communs moins un. Nous 
avons déjà appliqué la théorie de l'osculation à U 
solution du problème des tàngente8*(i8o) : appli- 
quons-la à présent à îa recherche du rayon de 
courbure, 

307. Supposons pour cela que la.eoarbeoictf- 
latrice soit un cercle dont l'équation rapporJ:ée aux 
mémes^axesque ta courbe soit 

ou u = q^^VR^—{p—xy (1) Fig.ay. 

Pourqui^ la courbe et le x>ercle aient lin point de 
commun M y il faut qu'à ce point u == j'.. ' 

Pour que la courbe et le cercle aient une tan- 
gente commune au ppînr^,- c'est-à-dire pour qu'il 
y ait osculation du premier ordre ^ il faut que 

du dy du j) —x ^ ' . 

-—=—-; or -r =^ — ^ \ donc 
dx ax ax y — q 

' -^^E-f (^) 

C^tte éqaatlon , combinée avec la première ,. 

y — qdA V R^—(^p—x)* , 

H 3 
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safBra pour éliminer les deux îndéterûainéesp, ç ; 
et comme ces deux indéterminéps sont les ordon- 
nées du centre O , par rapport «ux denx axes 
jlP ^jiB ^ l'équation résultante sei^a celle de 
tous les cercles tangens , qui auront leur centre sur 
la normale itf 22. . 

Enfin si on veut une osculatîon du second ordre 
aux deux équations précédentes , il faudra joindre 
la troisième 

et comme ~ = — [ i + (^r£) } on aura féquation 

W ^ll l H I ■ I IWi 

Cette dernière donne 

\y— f=i + (^) •'•(4) 

dx* 
Si l'on substitue cettevaléur àey—Jq dans l'équa- 
tion (a), on aura 

4n* 



SE M.A:THéÉlE&m^«S«. 119 

Les valeurs de n-«-*â:^ijgr «-•-/» fiUotiscibi^ilégi 
dans l'équation ( i)^.on aura 

Le cercle construit d'aprèi^wr Jftlevrs^estjpw 
conséquent ^ de tous ceux qui ont leur centre sur 
la normale il£i2^eltti-^i*Véc^«. la moins de la 
courbe^ et on^ ne ponrroit pài^' faire passer d'autre 
cercle entre la tr^cèdé la c(iiii*b)B et la «ienne ; c'est 
ce cerclé qui i&ésute]â/cô«rl^bi^^é^ki courbe au 
point jM", et qu'on nomme cercle 0MÇMlaf^ffKl^91^ 
rayon M est çppejié rayoja de courbure (180). 

Il suit de^ki îhéôAépvécêM^iè qu A l'expression 
du rayon de-oeorbure^st indépendante de la valeur 
de p et jT , et doi^ être donnée en fonction de x ety^ 
il faut donc élii6^r de l'équation du cercle oscu- 
lateur p et ç, ce qui exi^<distta:Vtio«vefles écla- 
tions. 

308. Si xjiîili itjé^didh Wceijciir ôsculateur on 
met^ àla ptacede-^ l'équation du cercle sera une 
fonction de^, ^ >p ^^o -R> qu'on pourra représen- 
ter généralement [À^ 

mais il est dlniontré que si cette équation a' liéà , 
sa différentielle pi'çtK^jbre et \sa diffé^'^ntîelle se- 
conde ont Héu eii mèffé temps (96 et Soi ) : on 
aura dono 

ces deux équatigiis.^iS^r^^^ltl^ sDfiSront^rppur 

H 4 
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éliminer p et 7 dans Téquation 

et par conséquent ppur donner R fu fonctioii 

de X ety. ^ 

Ainsi réquation du cercle osculateur étant 

pn aura les deux autres . 

çelte-cî donne , * . 
OD tire delà précédente , 



.■••;:; >y.'; •.„ 
' ■ s?_ , -•..■'• 

Ces valeurs day-ftj^i A'T-rP-> ^J^^^^*^^^' ,^W 
l'équation du cercle osculateur ^donnenl 

'ç94m*on'l'|çhéjittôtiYé^igfo|f '- i^ - 
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On a vu que la formule générale de la nor-*- 
maie est 

on aura donc 

cette valeur substituée dans l'expression générale 
du rayon de courbure, donnera ' 

dx* 

L'équation génécale des sectioos conîcjues rap- 
portée à l'axe est 

Cette égaatioâ différentiée deux fûisi donne * 

on aura donc pour toutes les isections coniques , 

Dans la cyloïde y 

. u , ^ Fig. 59. 

j' = w+a.sm -(2o3), 

en la différentiantyon a 

-^- u 

û? v'3È= rf «-H c? 1/ cos —: 
a 

^m r^tsçissev^Tfe^ ;«? , Torctorinéé PM^y> 
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en aarâ *'ij ^P == »V^'ij tarie -—-jj?* , 

fl a étant le 'diamètre du cercle génératenr , c*e«t- 
à-dire ^ O r Iff différentielle de l*arc jof £ = i# est 
égale à la différentielle da sinus , divisée par la 
cosinus (s86) ; donc 

et a£^cos~ 



on aura donc 

En difierentiànt une secondé foia, on aura 






substituant ces valeurs de -^,-ii?^ , dans Texpres- 

sioh è'^fiéràlédu ràyon'de courbure , et réduisant, 
on a 



-i-^-^f 



*^V^aax — /^^ 



X 

La cor^e Z. O est moyenne proportionnelle entre 
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le diamètre da cercle génératear ji O et le seg^ 
ment adjacent F 0\ on a donc 

et pat* cotasé(E^aènt le f ajrôn de coiirburejSf 7Î== iL O, 
'c*est-à-dîté<Jûe'pôar un jpomt quelconque de la 
" cjrilôXde ,' Je ' r^'Ah cfé courbure est douole ' ile' la 
* coirde àbirèspôndàntô du cercle générateur. 

Théorie des développées. 

305^. Ce qui a été dît înr te rayon de coorbare 
(3o7) et sur la position det centi^esde tons Tes oer« 
des oscolatéars aux différons points de la courbe , 
peut servir à faire coàtioître la formation ties 
courbes par développement. 

Concevons , en effet 9 que d'on point qoel- 
' conque a ^'^et d*àn raypn. a^ , on décrit un très- 
jpietît arc de cercle u^ M; que l*on prolonge le 
rayon extrême aMd^ la quantité a bj et qu'avec Fig. Ço« 
ce nouveau rayoQ on décrive un nouvel axe MU ^ 
i|ue Ton prolonge le rayon extrême b Ndel^ quan- 
tité 6c^ et qu'avec ce nouveau rayon^ çn décrive un 
^troisième arc PN, et ainsi de suite , on formera une 
' série d'arcs de cercle qui se toucheront par leurs ex- 
trémité^ et dont les centres a, 3/? • • • &c, seront les 
^angles du polygone^ qui aura pour côtés les lignes 
aô y bc . . . &c. qût seront les dilfé^rénbOs dès f ayons 
aM,bN,&.c. 

On peut concevoir ce polygone enveloppé d'un 
fil , tel que sa parâe exttème soit dirigée suivant le 
premier* côté du polygone , et s'étende au-delà de 
ce côté , d'une quantité déterminée aM: en déve-' 
loppant le fil de dessus le polygone , il décrira la 
luite des arcs que nous venons do considérer. 
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P]^s les arcsdécnts seront petits , plus leur somme 
'\AMNP approchera d'une courbe continue , doot 
lisseront les arcs osculateurs, et plus le polygone 
k'abc approchera de la courbe formée par les 
centres de circonférences osculatrices. Les deux 
courbes sont donc les limites des suites desarcs^ilf, 
MNj NP , et des côtés Jb'a ^ab , bc. . . : et tout 
ce qui a constamment lieu dans ces suites^ a lieu 
également pour ces courbes ( Géom, 8. vin ) : ainsi 
Ton peut concevoir une courbe.comme formée par 
le développement d'un fil , qui enveloppe la courbe 
formée par les centres de ces cercles o^culateurs : 
on nommé cette dernière courbe déiféloppéô : la . 
première est appelée développante: on voit parJà , 
qu'un arc de la développée est égal à la différence 
des deux rayons de courbure de la développante , 
correspondans aux deux extrémités de cet arc. 

^10. Puisque les lignes GQ, ^Q , que nous 
avons désignées par j9 , ç , (189) déterminent la po- 
sition des centres a, 6 ,c, rf. • . et que la somme in- 
finie de ces centres forme la développée, il s'en- 
suit que ces mêmes lignes seront les coordonnées 
de la développée : on aura donc son équation , en 
prenant les valeurs de x , jr\ au moyen des expres- 
sions déjà trouvées de p , ç, (5o7) , et la substituariE 
dans l'expression de fa développante : l'équation 
enpyÇqxn en résultera , sera celle dé la développée. 

Exemple premier. Soit la développante uiMy 
une parabole ^dont l'équation est j''î = jB;t7 : onaur^ 
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gjj substituant ces valeurs dans l'expression dep,gr ^307) , 

/, ces deux expressions donnent 

u 
i 
r 
5 






d'où on tire 



substituant ces valeurs dans Véqixabony* = B x i 
elle devient 

si la ligne ^ C est le rayon de courbure au sommet 
de la parabole ^ on aura 

et sî Ton veut transporter l'origine des abscisses de 
^ eue > il faudra faire 

p = «,,QUa/)— jB= au: 

l'équation de la développée devîendrï^ 



u'=^'-LBq''. 

ce qui indiqge que la développée de la parabole 
ordinaire est la seconde parabole cubique , ayant 
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pour paramètre — B : cette parabole a deux br|»|r 

ches, CRy C R' y la première engendre par son 
développement la branche ^4^^ de la dévelop- 
pante , la seconde produit la branche ^JU\ 

Exemple second. Soit la développante ^JbT un» 
ellipse 9 dontlfequàtion est 



Torigine des.al^çîsses étant en,S : ppar déterminer 
Téquation de la développée ^ C^ op a 

donc 

«pjt a*,— ^ ^* ^ f * > et It'o,çi, w^& 

80it tajt pour abréger - J- = t,on aura 
abts^^-iaae — x*^)\ (i) 



Ib* cf . \ 
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=35? 



î:^C*-a' + *') 



Dans Tellipse le rayon de coujrbnre an sommet 
de la coorbe i= — : donc ^ B =:^ — 

Représentons par p la b'gne PC^ ou Q C— -r^ S 
==?p on aurt^ 



y = ^, (*-<.» + <,»): 

soit encore -— ^ =3 ti . on aura 
c 

a'(« — a) = (A:~ay (a) 

SI Ton élimine x au moyen des deux équa- 
tions (1), (2) on aura pour Péquatlon de la déyelop- 
pante de Telllpse ^ 

ou 

«(a— 1^)*=?; fû — K^ — ^ ) = 

ai on met à la place de z^^£ leurs valeurs , da aura 
pour équation finale ^ 

l'origine des abscisses étant en u/. 
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Fîg. 59. Exemple troisième. Soit la développante JH^é 
un cycloïde , dont Téquatioii est 



J^ = « + a 3m- 'y 
a 



rorîgîne des abscisses étant en ui ; l'équation dtt 
cercle osculateur en M ^ sera 



ou 

9r étant la base 'CO, ou la demUcirconféirence du 
cercle générateur : on aura donc ^ 



p= 


V'dVj 

dx^' 


Ux ^=^:" 


. 


=.(■- 


•rfavj+^- 


* ' 






Dans la 


cyploïde on a 


dy__i 


r , 'vi — ' i- ... -rri 



substituant ces vaburs dan^ l'expression de p etqi 
on a ' 

donc 
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donc x^=2a — j9, 

et grzzr-T— -w 4- V nap-^p^ : ^—71/= arc LO, 

.r ' . LO . es 

et V 2ap — p — a sm — , ou a sm — : 

a a 

donc a — arc . es + a sm -^^ 

a 

et par conséquent la développée de la cycloïde est 
une autre cycloïde ^ mais renversée. 

Cette proposition peut être démontrée d'ane 
manière plus simple par la synthèse* 

J^es maxima et des minima dans les courbes. 

311. Soit une fona^îon d'une ou plusieurs va- 
. rîables x^y ^ représentée par z, supposons gue ces 
variables passent successivement par tous les de- 
grés de grandeur 5 il pourra arriver que les diffé- 
rentes valeurs de z qui résultent des accroissemens 
des variables x^y^ soient d'abord croissantes , et 
ensuite décroissantes, alors il y^ aura une de ces 
valeurs qui surpassera les autres : si , au contraire , 
les valeurs de z étoiônt d'%t)ord décroissantes, et 
ensuite croissantes , il s'en trouvera une qui sera 
moindre que toutes les autres : le terme où l'ac- 
croissement de z s'arrête , s'appelle un maximum^ 
et celui où elle cesse de décroître , un minimum. 
Les questions qui regardent les maxima et les mi-* 
nîma consistent donc à trouver pour une fonction 
donnée d'une ou plusieurs variables, la valeur de 
ces variables qui rendent la fonction plus grande 
ou plus petite que celles qui la précèdent immé- 
diatement , ou qui la suivent. . 

vr. I 
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Fig. 2-16. Soit une courbe rentrunte , p^r exemple, un cer- 
cle ou une ellipse, il est visible que toutes les ordon- 
nées de ces deux courbes vont en augmentant con- 
tinuelleraent , en partant d'une extrémité du dia- 
mètre; en sorte que l'ordonnée qui passe, par le 
centre est plus grande que tes ordonnées qui id 
précèdent ou qui la suivent immédiatement : elles 
seront donc des maxima. 

31 3* Si la courbe est convexe vers Taxe, elle 
aura des ordonnée» p'/zi^jt)'" m!",., qui seront plus 
petites que celles qui la précèdent immédiatemenC 
Fig> 70. et ifui la suivent : elles seront donc des minima. 
&\4. Quelle que soit la fonction d'une variable dont 
on demande le maximum ou le minimum , on pourra ^ 
k représenter pat IWdohoée d'une courbe doui 
Téquation est 

«oit a la valeur da Ta^cis^e ^P y qui répond à h 
plus grande ordonnée PM ou à la plus petite ; si 
on considère dcu» autres ordonnées 'P'^,JP'Jsf', 
répondant aux abscisses d ~ /(: , a+k, ilTdudra que 
^ dans le cas du maximum , l'ordonnée dont la valeur 
est P.a soit toujours plus grande que les deux or- 
données F (a — lb)yF(a+Jb)y qui la précèdent 
et qui la suivent , et ^ elle soit morimflre dans lô 
cas de mtmaïutu. ' 

Conservons x à la place de a ^ on aura 

3 14. On a vu (gi) i qu'on peut toujours prendre 
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dy 
k assez petit pour que la vàlèuf du terme it -^ soît 

dx 

plus grande que là somme de tous les termes suU 

vàns ; on polirra donc s'arrêter au second (ermo 

dans les développemens précédens , et écrire 

dx 

F M:=:y 

. dx 

SI on compare eritr'elles ces trois otdonnées, il 
est visible que 'P 'M sera nécessairement moindre 
que PM j et P^JI' sera nécessairement plus granda 

dy 
que P!My à iiioins que Ton ait -^ = o j si au con- 

dx 

traire cette condition est remplie , ob ^ura 

P'M=y. 
PM=y 

p'jfer=j<...+i*^.+ &c. 

Si la valqur de ■— -- est négative, les deux ordoh- 
, dx 

nées 'P 'Jfef, P'M'i seront lûoindres que PM; donc 
celle-ci jouira des conditions du maximum : si la 

d^ y 
valeur de — - est positive ^ les deux ordonnées 

CL X 

'P 'M, P' M serçntplus grandes que PM ; donc 
celle-ci jouira des conditions du maximum. 

Il suit de ce qu'on vient de voÎTy qu^ si on a 
Téquatlon d'une courbe dont une des ordonnées 

la 



^'P'M=y...+^P^^J^àic. 
a dx^ 
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«st an maximam oa on minîmain , on la dérermi* 

. dy 
nera en différentiant réqoatîon et en faisant — - =:o: 

dx 

on aura ainsi nne seconde éqaatîon qai^ combinée 
avec l'équation de la coarbe, fera connoître l'or- 
donnée qui est un maximum ou un minimum , sup- 
posé qu'il y en ait quelqu'une dans la courbe qui 
jouisse d'une de ces deux propriétés* 

31 5* — est l'expression de la tangente de l'an- 
dx 

gle que la tangente à un point de la courbe fait 

avec t'axe des abscisses^ d'où il suit qu'aux points 

de la courbe^ù l'ordonnée est un maximam ou un 

minimum, la tangente est parallèle à Taxe des 

abscisses. 

Il y a aussi maximum ou minimum d'abscisses 
rentrantes^aux points où la tangente -est perpendicu* 
laireàl^axe des abscisses; par exemple,daiis l'ellipse, 
aux points où la tangente est perpendiculaire sur 
le grand axe , répondent deux abscisses, l'une =0, 
qui est un minimum , et l'autre = le grand axe , 
qui est un maximam. 

Puisque à ces points la tangente de la courbe est 
perpendic)]laire à l'axe , on a 

dy . dx 

-— = infini ^ ou -y- = o : 

ax uy 

on dit ordinairement qu'aux points du maximum ou 
du minimum , dy = o ^ ou 00 ; mais cela doit s'en- 
tendre du rapport -~. 
dx 

3 1 6.Touters lesrfoîs que l'ordonnée d'une courbe 
est un maximum ou un minimum , on doit avoir 
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dy 

»aFs l'inverse de cette proposition n*est pas géné- 
ralement vraie; c*est-à- dire qu'il n*est pas géné- 
ralement vrai de dire qu'il y ait maximumiou vûlv^^ 
nimum d' ordonnée toutes les fois que l'on a 

êy • 

dx . ^ 
On verra (5i8) comment on peut s'assurer de 
l'existence da maximum ou du minimum' Torsque 

dx ^ ■ ' ' ■ ^ ...'■' ' ' ' 

Comtee les ^ôourbes ne sont' que fe représen- 
ta tion^ou le tableau de toutes les valeurs de la fonc- 
tion de l'abscisse représentée par l'ordonnée , il e$t 
visible que la question de trouver-la plus^ grande 
ou la plus petite valeur d'une fonction donnée d'une 
variable^ revient à déterminer la- plus grande on la 
plus petite ordonnée-de la courbe dont cette varia- 
ble seroit l'abscisse ; ainsi toutes les questions qui 
regardent le maxima ou le'mînrma peu^venc être 
considérées comme ayant pour objet de détermi- 
ner la plus grande ou la plus petite ordonnée d'une 
coûrbedonton connoît l'équation: appirquons ces 
principes à quelques exemples. 

317. Problème premier] î)étermmer la plus, 
grande ordonnée d'un çerxïle.oUid'une ellipse,, , , 
L'équation du cercle est 

en supposant l'origine des abscisses au sommer d«} 
la courbe 5 si on ladifféreniie', on a 

4k ^"^^ ^ 

dx'^ y 

15 
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or au point du maximum , on a 
dy 

doBO on a l'éijuation 

a — X 

= o , oti :«: = a* 

y 

Cette valeur de AT substituée dans l'équation de la 
courbe, donné 

^• = a*, ouy = dba5 

donc la phis grande ordonnée dans le cercle est 
ég«lo au r^yoQ et elle répcmd à une abscisse qui 
^ ^1 , Qus«i , égaie qu ray^n ? c'e^t dopç l'ordonnée 
qui p^s^e par W centré. 
Dans rallipçe , qn vk 

y=i-^ (aaijr-^x»), et^* — =3: — (a — a:) ; 
a d^ a 

SX op fait :f- = o, on a 
dx ^ 

cett^ valeur de x substituée dans Inéquation de la 
courbe , donne 

donc la plus grande ordonnée de Tellipse est égale 
au demi petit axe. 

Problème seoond. Partager une ligne donnée 
Pj 'g- ^B m deuiç partièf , telles qaa la produit de ceç 
'8* • deux parties produis^ te jrfû^ grand rectaugle pos- 
sible. 

Soit la longueur de là ligne entière représentée 
par a j désignons par x une des parties uiC^ la se- 
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conde partie BC sera désignée pttr a — x : le pro- 
duit des deux sera 



ax^>^x'i 




et si on le désigne parj^, on aura 


réijuatîon 


j^=ça4?-^^« 




sa dîfFérentiellç ^çra 








on aura donc aa point du masimtun 


a — ^x = OfOnx = 





c'est-à-dire que la ligpe donnée ^J? doit ètreeoa^ 
pée en deux parties égales. 

Problème troisième. Deux flancibeaux dont Tîn- 
tensîté de lumière est donnée étant placés aux 
extrémités d^une ligne droite ^B ^ déterrober sur Fig- 65. 
la ligne qui les sépare le point qal sera le moins 
«claire. 

Soit Tîntensîtë de lumière du premier flambeau 
représentée par tt^ \ celle du ^cond flambeau 
par 72^; la ligne qui les sépare == a ; la distance ^ C 
du premieir flambeaa ( celui dont Tîntensité de lu- 
mière est la plus forte ) au point le moins éclairé 
= 0;: la distance du second- flambeau au même 
point sera a — x. 

Soit y la somme des d^q^ rayons de lumière en^ 
voyés par les deux flambeaux au point C} on aura 
Téquation ; 

X {Qr X) 

M 
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sa, différentielle sera 

égalant à zéro cette dernière expression , on en 
déduit en extrayant la racine cabique, 

m n met 

X a — x^ m^n 

Si lés deux flambeaux étoîent d'une égale intensité 
de lumière , on anroit 

a 

a 

c'est-à-dire que dans ce cas particulier le point le 
moins éclairé seroit le milieu de la ligne ^B , ce 
qui est évident. 

Problême quatrième. Dans une ellipse donnée y 
déterminer les diamètres conjugués qui font entre 
eux le plus petit angle. 

Tig. M Soient /et g, les deux diamètres conjugués P'C, 
' M'd -i Tangle PX iî' qu'ils font entr'eux j on a 

/^sîn4 = a3(i74), et/'+5^ = a* + i' j 

la première de ces deux équations donne 

. I ab 

la seconde donne 

donc sîo 4' 1 9"^ ^^^^ désignerons par j^ ^ 

ab 

mm I ■ • 
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difFérentions cette étjuation en ne faisant tarler que 
y ^tfy nous aurons 

dans le cas du mmîmum ^ on a 

dx 

Le second membre de l'équation égalé a zéro^ 
donnera 

mais on a aussi 

donc g'='f"i 

c'est-à-dîre que les deux diamètres coiijugués qui 
font entr'eux le plus petit angle sont égaux. 

Problème cinquième. Sur un chemin donné de 
position par rapport à la façade d*un château , dé- 
terminer le point d'où un voyageur verra cette fa- ^B- ^4- 
§ade sous Tangle le plus avantageux. 

Soit Bu4 la façade du château ,,CNO la posi- 
tion du chemin qui coupe en Cle prolongement de 
la façade sous un angle connu. Désignons par m le 
sinus de l'angle NCB et son cosinus par n ; suppo- 
sons que le point qu'on cherche est en iVj de ce 
point abaissons la . perpendiculaire NK, et me- 
nons aux deux extrémités de la façade les. deux 
lignes NB , Nui^ : désignons C^ par à , CB par 6, 
et l'inconnue CjVparx: la longueur de la façade 
sera h — a : 
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d*après toutes ces données , on aura 

la tangente de Tangle BNk^ ^r.^ = 

« ji If 1 V m7 f ^K a — nx 

la tangente de langle-^iv A: = 1^7^;^= : 

° NK mx 

donc la tangente de B Nu4 = — ^j^ — 



• • • 



x^BK.AK 



NK^ 



(ô — o) mx 
( Trigonométrie nofê \(k.)-s^ ^-^, — 7 — 7 — — tt- - 
^ '^ * x^ + ab — {a + ù)x 

Représentons cette tangente par j, on aura en dlP- 
férentlant 

^—ri, [ ^*+ gft— (g + h)x—'îix^ + {a-\-h)x 1 



on aura donc au point du niaicimuf^j 

ab = x*j 
ce qui donne cette jproportîon 

bixllxiHf 
Si on supposé un cercle passant pap les deux 
points donnés B^ uà y et. touchant la ligne COetk 
un poiht JV, on aura cette proportion 

B C: CNllCN : Cj\Géam. i83 ) , 
ou b:CN::ÇN:a, 

L'inconnue X sera doi\c la tangente CiV^au cercle 
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J5^ Ny passant par les deux extrémités delà fa- 
çade et touchant la ligne C O au point JV qu'il 
s'agit de connoitre. 

Pour le déterminer , on prendra Téquation 

«• = a i , 
et extrayant la racine quarrée des deux membres, 

on a ;tr= Vab\ 

la ligne CN est donc moyenne proportionnelle 

entre les deux lignes B C et Ç^. 

Problème sixième. Déterminer quelle doit être 
l'ouverture que doivent avoir les pieds de l'homme 
pour lui donner la base de sustentation la plus avan* 
tageuse. 

On appelle base de sustentation le quadrilatère pjg^ 55^ 
intercepté entre les longueurs des pieds et les lignes 
qui joignent leurs pointes et leurs talons. 

Soit représentée par les deux lignes é£;ales jiB ^ 
^' JB' la longueur des deux pieds : la» ligne A A' 
sera la distance qui sépare les extrémités Ae% talons. 
Chaque pied en s'ouvrent tourne, selon Bartbez, 
autour du point fixe que }ui donne son talon : la 
base de sustentation sera donc je trapèze 

il faut donc chercher quelle doit être la position 
des pieds pour que la surface de ce trapèze soit la 
plus ffrande possible. 

Soit u4A*^ a. . 4^£, ou A^B^z^h. • . l'angle 
B^Py ou Blui'jy=p\ on aura 

BD, ou J5'Zy= isin ç... jdD, ou ^£y=«ft cos(p: 
i^expression de la surface du trapèze de su^tentii* 
lion sera donc 

(2a-i-2 6sinç>; — I— -, 
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Soit cette sarface = x^ on aara réqaatîon 

z=^(a+b8Uïf)bco8p = abcosp-i z 

a — absmf+b'^ cos a f s= o ^ 

d*où on déduit 

a cos 9 9 

6 sin ^ ^ 

c'est-à-dire me le rapport da cosinus de Pangle 
B CB'j que font les proloogemens des deux pieds 
au sinus de la moitié du même angle , doit être le 
même que celui de la distance des deux talons à la 
longueur du pied. 

En mettant à la place de cos a ^ sa valeur 
i — asin*^, et résolvant l'équation du second 

degré sin* ^-| — r sin p =— , on a 
20 a 






sin^ = -— ±1/^ -+ 



46 ^ a i6b^' - 
Si on fait a = b , on a 

sîn f = 7 j i 

donc lorsque la distance du centre des talons est 
égale à la longueur des pieds, l'angle que font leurs 
prolongement 3 c'est-à-dire a ^ , est de 6o° (i). 

(i) En prenant ponr rajon la ligne qui joint les centres 
des talons y dit Barthez (Mécanique des mouvemens de 
l'Homme et des Animaux , page a4, note. ), on trouve que 
l'ouveiture des nfeAx pieds doit être de 38° 56' pour que le 
trapèze de sustentation soit un maximum y mais il est visible 
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Problème septième.LsL vitesse des deux corps et 
leur position respective, jjur deux lignes droites 
^tant données, déterminer le point où ils seront 
entr'eux à la plus petite distance. 

Soit représenté par p l'angle B C^ , que font Fig. 60. 
entr* elles les deux lignes B C y ^ Cy dont la posi- 
tion est connue : supposons les deux corps au mo- 
ment du départ , placés l'un au point ^, l'autre au 
point B; on connoîtra la perpendiculaire jBZ? , et 
la partie^/? de la ligne C^ : désignons cette 

})erpendiculaire par a^et la ligne ^Dpav b. Soit 
e rapport des vitesses des deux corps ^, B l: min^ 
m étant > n : l'espace ^i? parcouru par le corps 

'^ , z=zx ^ — sera l'espace BS parcouru dans le 
- m 

même temps par le corps S , et la distance des 

deux corps sera mesurée par la ligne RS y que 

nous représenterons par j>^ : on aura 

iiH= — sm(p',oIt= — cos^^ 
m m 

que le rayon de l'arc BAD est la longueur du pied i, et 
non la distance des talons a;, et supposer que a est le rayon, 
c'est supposer ai=6 : or dans cette supposition, Fouverture 
des deux pieds est de 60°, comme on vient de le voir : le 
rapport deaib est par sa nature indéterminé, parce que 
la longueur du pied n'est pas la même dans chaque individu 
et que d'ailleurs la distance des talons peut varier jusqu'à 
un certain point Pour résoudre le problême dans le ^ena 
de Tauteur, il faudroit assigner préalablement le rapport 
de a : & ; si Ton veut que l'angle que font les deux pieds 

«oit de 38° 56' y il faut que 4 = ^?î^^^=2 , 33 43 ; 

b sm 39° a8 

c'est-à dire que la distance des talons doit égaler deux fois 

et un tiers , à-peu-près la longueur du.pied , ce qui n'est pas 

la position la plus naturelle : ainsi i\j a lieu de croire qu'il 

s'est glissé quelque erreur dans cet article de l'ouvrage dont 

renoncé du problême est e*Xtraît. 
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et nS^^^ST^+RT, 

ou 

y* = la sin fj +( jr— 6— — cosf j : 

différentiant cette éqaation , on a 

dy n . / nr . \ 

y-^z=i sinçfa sinf ) 

ojr m \ m y 

+ (i-.^co.,)(x-*-^cos^*): 

au point du minimum -^ = o • on aura donc 
dx 

amnsin p + b (m* — mn cos^) 
/»* — fàmn cos f + »* 

SI les deux lignes CBj C^, étoient parallèles^ 

on aurolt 

bm 

sm9=:o... cos9=i,«. x= ,ety = a; 

m — n 

c*est-à«dîre que la plus petite distance des deux 
corps auroit lieu lorsqu'ils seroient aux deux extré-. 
mités de la perpendiculaire aux deux lignes paral- 
lèles , laquelle seroit égale k B D. 

Des caractères qui distinguent lesmaxima 
et les minima. 

318. On a vu (3i4) qile si on a Téquation 
y = Fac , au point des maxima et des minîma, on a 

êy 
dx 
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on a va aassi que si la valeur de — ^ est négative 

dy • ' ■ 

lorsque --^ = o , la fonction donnée devient un 

007 

rf* y 
maximum ; si la valeur de -7—^ eit positive, la fonc* 

tion doDoée devient un minimam ; mais si la va^ 

leur de x , qui rend -i- = o rend aussi. -^^ = o 
^ dx dx^ 

à? y 
dans que -7-3 soit nul ^ la fonction donnée n'aura ni 

CL X 

maximum ni minimum : pour s^en convaincre , il , 
sufEt d'observer que dans cette supposition on aura 

Ot j la première valeur est plus petite que j^, et la 
seconde plus grande^ donc^ n'est nf maxitnum ni 

minimttib : mais st — s^ est bqI <te même-temps qu^ 

le« deux térm^ qui précèdent , il y aura maximum 

d^ y 
ou minimum , suivant que -^— sera négatif ou po- 

d x^ 

sitif : car on a pour lors 

'P'M=y^J!^tL- etc. 

P'iW'=j.+ -4^^^ +....:. .etc. 
2.^.4 dx^ 

d^Y 
Si ~ est positif, les deux ordonnées 'P 'M, P 'M' 
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seront plus grandes que j 5 et sî -— est négatif, 

• les deux ordonnées seront moindres que j/'j donc 
dans le premier cas , y sera un minimum ^ et il sera 
un maximum dans le second. 

En général ^ pour qu'il y ait maximum ou mini- 
mum, il faut que l'exposant du premier terme qui 
ne s'évanouit pas dans le développement à&F{x +^) 
soit pair} il y aura en particulier maximum , lors- 
que le premier terme d'un exposant pair qui ne 
s'évanouit pas est négatif, et il y aura minimum , 
lorsqu'il est positif: ainsi dans le premier pro- 
blème (517), on a 

dy a — X 

difFérentlant une seconde fois , on a 

dx^ ^2ax — X* . a 

en mettant à la place de x la valeur a tirée de Vé-- 

dy , % 

quation -- = o , et comme ce résultat est négatif, 

%jU X 

il s'ensuit que la fonction cherchée est un maxi- 
mum. 

Dans le problême second , on a 

dy d'y 

— - =a — 2 or, et-— ^ = — a: 

dx ' dx"^ ^ 

résultat négatif , dont la fonction cherchée est ua 
maximoni. 

Dans le problême troisième, on a 

dy 2 rri^ 7 n^ 

dx x^ {a — xf ' 

et 
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et -^ = — - + 



dx' X* (a—x)* 

Îuantité positive , quelle que soit la valeur de or ^ 
ont la fonction cherchée est un minimuin. 
Dans le problême quatrième , on a 

^■y_ i: f o* + &* — a/' ) 

d'où on tire 

en faisant a' + i* --/* =/* , et a'+ h*—- 2/*= o 

dy 
en Vertu de l'équation ;f^= o : or cette différen- 
tielle seconde est positive; donc la. fonction cher-* 
chée est un minimum. 

Si on cherche la plus grande on Ja plus petite 
ordonnée de la courbe dont Téguation est 

(X — à\^ 



on aura 

dy 



dx \ b^ / . 



donc au point du maximum ou du minimum , on 

aura x == a : 

pour savoir si on a un maximum ou un minimum , 
on prendra la différentielle seconde 

c?*y „ /x — a\ 

IT. K 
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et comme la valear de x =a rend cette différen- 
tielle = o y on passera à la troisième 

la «apposition de â; = a ne faisant pas éTanoaîr 
celle-ci , c'est nn indice que la courbe dont on a 
différedtié Féquatîon ^ n'a ni maximum ni mini- 
mum. 

Il suit de ce qui précède , que toutes les fois que 
la fonction proposée a un maximum ou un mini- 
mum , on a 

mais la proposition inverse n'est pas genéralçment 
vraie ; \\ faut encore considérer ce que deviennent 
les diiTérentielles des ordres supérieurs y Gomme on 
l'a vu dans les exemples précédens. 

319. Soit l'éqaation i5=arF(4P,j), et voyons 
quelles sOnt les conditions des maxima et minima , 
dans une pareille fonction à deux variables. 

Pour que la fonction cherchée soit un maximum 
ou un minimum , il faut qu'en mettant x =i= it,y rt î, 
à la place de x, y dans la fonction donnée y les or- 
données qui précèdent et qui suivent z , que nous 
représenterons par 'z y^ï s soient toutes les deux 
plus grandes que i dans le cas du minimum ^ et 
toutes deux moindres, que % dans le cas du maxi*- 
mum, la formule du développement du n^ (3oi)> 
donne 
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ISf et JV" désignent la somme de tous les termes 
suivaos des deux séries^ laquelle somme sera 
moindre que le terme qui précède (gt) : or il est 
visible que ' z , et z' ne seront toutes deùi plus 
grandes ou plus petites que z , que lorsqu'on aura 

, dz , dz 
*— + i — =0: 
ax dy 

maïs \es accroissemens k^i sont indépendans en- 
tr'eux, donc chaque terme doit être eéro séparé- 
ment y ce qui fournit les deux équations 

dt dt 

dx . ày ^ 

d'où il suit que pour Étoir k condition du maximum 
ou du ibihîmam d^une fcmetron de deux variables , 
on diSéceiitfèira la fonction en regardant une va- 
riable comme constante ; cm différentiera de ûou- 
veau la jnême fonction , en regardant Tautre va- 
riable comme constante^ on égalera à zéro chaque 
dtfféi'eiitielle ; on fd^inera aîfisi deux équation^^ q|u» 
serviront à déterminer la valeur des deux yarkbled 
dans le cas du maximum ou du minimum. 

3 20. Premier ptobèéme. Couper une ligne don- 
née m en trois parties , de manière que le produit 
de ces tv^ parties soit un mbsisâiutn. 

Soit ttD« dé bes troii parties = Xy la seconde ^^y , 
la troisième = m — x —y : faisons le produit àé 
•es trois parties = z , on aura l'équation 

m==^mxy — x^y — y x : 

on en déduira les deux équations suivantes : 



dz ^ dz 



j-^=-my- f^xy^-yK. . . ^ =mx^<,xy-x^ : 
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égalant à zéro ces deux équations , on aura 

m — 2x — y=o. .. m — 2^-rJi?=or 

ces deux dernières donnent 

m m 

et par conséquent la troisième partie = — : donc 

o 

la ligne donnée doit être coupée en trois parties 
égales y et le produit des trois parties sera un 
cube. 

Problême second. Parmi tous les parallélipipèdes 
rectangles qui ont niême solidité , déterminer celui 
dont la surface entière est un minimum. 

Soient les trois arêtes d'un même angle solide 
désignées par x , j^ , z : la solidité = a' , et la sur- 
face = 5 : les conditions du problême dqnneront 
les deux équations suivantes : 

xyz=^a^. . . .5= axy + 5ixz + 2yz : 

substituant dans cette dernière la valeur de z prise 
dans la première ^ on a 

5 = axyH -I . 

y X 

DifFérentiant d'abord par rapport à :r, et ensuite 
par rapport à jr ^ et égalant chaque différentielle à 
zéro^ on aura 

s^y-— = o...'xx-y = oi 
ces deux équations donnent 

on aura donc 
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2x^ = 2a% ou :t: = a ^ 

et par conséquent 

y = a, et ;g = a: 

donc le parallélîpîpède demandé est un cube. , 

Problème troisième. Déterminer quel doit être 
l'angle du lozange qui couronne les alvéoles des 
abeilles, et le rapport qui doit exister entre la hau- 
teur et le côté de l'hexagone de la base^ pour que 
la surface soit la moindre possible, sous une solidité 
donnée. 

La forme des alvéoles des abeilles est un prisme Fig. 67. 
hexagonal , dont les six pans latéraux sont des tra- 
pèzes surmontés par trois lozanges qui , en se réu^ 
nissaiit par leurs extrémités , forment un angle ^ 
solide. 

Soit le côté -^ S de l'hexagone de la base —y , 
le plus grand côté ^ H du trapèze = m , la diffé- 
rence Jfiï des deux côtés du trapèze = :c, la sur- 
face de chaqu'e trapèze sera 

2 

et par conséquent celle des six trapèzes y ou la sur- 
face latérale = 6 /tï jk ^^ 5 ^y* 

La surface du rhomï)e FHGD ~HDx,FIx 
or, 

HD =y VT.. • Hf:=^mt +liiF'=x^ +yr 
et 

4 > 

donc la surface des trois lozanges 



K 3 
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Soit z la surface totale du lozange^ abstrcsctlon 
faite de la base , on aura 

4 
J^a solidité d'un pareil corp^ est egalet ^ la base 
liexagonale multipliée par la hauteur m , donc^ si 
on représente la solidité par a^ ^ et la basé hes^ago- 

«aie paf , on aura 



u 



3 5/V/3 a a' 
a^TPit'^ Xz»>oams=3 — : 

xaette v»)eur siubstitoée à la plac^ de m dans Tex* 
pras9ioB de la surface , donne 

si on différentie cette équation , d*abt)rd par 
rapport à ^, et ensuite par rapport à j;, et qu'on 
égale à zéro les deux différentielles > on aura les 
deux équations suivantes : 

4' 
5yx]/'5 

on tire de la seconde 



dz 
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4 
Xette valeac substituée dans la première, en y 

jnettapt à la place de c^ $a valeur ^ — *--'. donne 

et p^r conséquent 

m 

tel est le rapport qui doit exister entre le côté ^H 
du trapèze, et le côté ^B de l'hexagone delà base. 

L'équatîonj'*:^: 8;e* donne ;i:= ^ V^i, et par 
conséquent 

donc la tangente de Pangle FIïI= V '- : et par 
conséquent celle de l'angle total F H G = 2 Va 
= 2,85384. • •. Le logarithme de ce nombre est 
o,4ô 15408 , donc l'angle F H G = 70** Si' 46" , et 
ipar con^équçnt l'anglq B G D :^ 109** a8' 16": 
lange solide sera donc SaS"" 24' 43" (i)- 



(1) Ce problème^ tel qu'on vient de le résoudre, a beau- 
coup de rapport avec un problème de cristallographie^ qui 
consiste à trouver les angles solides et les autres dimensions 
du grenat dodécaèdre; en eflFet,si on prend deux solides 
égaux ; et semblables à celui dont on vient de déterminer 

K4 
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Toutes les fois que F(x^y) sera un maximum ou 
midimum , on a 

dz dz 

dx dy 

maïs rîùVerse de cette proposition n'est pas géné^ 
ralement vraie , il faut encore être assuré que la 
somme des termes suivans , dans le développement 
de i^(^+^jy + i) , n'est pas zéro (3i8). La distinc- 
tion des maxima d'avec les minima y renferme plus 
de difficultés à Tégard des fonctions de deux ou 
plusieurs variables , que par rapport aux fonctions 
d'une seule variable , quoique fondée sur les mêmes 
principes. Cette question a été traitée par La- 
grange , dans le premier volume de l'académie de 
Turin \ il l'a présentée depuis sous une autre forme^ 
dans la Mécanique analytique , et dans la Théorie 
des fonctions analytiques. On la retrouve dans le 
calcul différentiel de Cousin, dans celui de Lacroix, 
et dans les cahiers de l'école polytechnique. 

application du calcul différentiel à la dé-- 
termination des points doubles , dHnJle^ 
xidn, rebroussèment , Ùc. 

3 2 1 . On a vu qu'url point commun à deux bran- 
ches de la même courbe qui se coupent est appelé 
point double (:iio), et qu'on peut touj,purs tnener 
par un point double deux tangentes différentes , 
dont la direction détermine celle des deux branches 
de la courbe qui passent par ce point : or la direc- 



]es conditions du maximum de surface , et qu'on les adosse 
par leurs bases hexagonales, on aui;a le grenat dodécaèdre 
Gf\ ( Voyez la Crîstallograpîiie de Haiiy. ) 
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tîoD de la tangente à un point quelconque de la 

dy 
courbe dépend de la valeur de —3 donc aux points 

doubles la valeur de ce coefficient différentiel doit 
être donnée par une équation du second degré. Si 
le point est triple, on pourra mener par ce point 
trois tangentes différentes^ et par conséquent la 

valeur de ~- devra être donnée par iine équation 

du troisième degré, et ainsi des autres points mul-^ 

tiples. 

L'ordpnnée de la courbe à un point double 

n'ayant qu'une valeiit, le coefficient différentiel 

à/y 

— , pour ce point double , ne sauroit en avoir plu- 

sieurs , donc il rie peiit donner que la position d'une 
tangente ; mais il n'y a pas plus de raison pour qu'il 
donné la position de l*une plutôt que celle de l'au- 
tre; donc il doit rester vague et indéterminé , et 
l'équation différentielle doit se vérifier indépen^ 

dy 
dammènt de la valeur du coefficient -7^. 

ax 

Soit l'équation de la courbe débarrassée de radi- 
caux F.{x^y^ = o, sa différentielle première aura 
ùii certain nombre de termes multipliés par dy , 
et les autres multipliés par dx : on pourra donc la 
mettre. sous la forme suivante : 

Mdx+Ndy==o... 

M et N étant des fonctions de x et y, ou 

dx 
et puisqu'elle doit* avoir lieu indépendamment de 
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dv 
la val ur de -~ , on aura séparément 
dx 

JÈr=5 0,.. iV = o, 
et par conséquent 

dy M o 

di~^'N'^Q 

Si on prend la différentielle seconde de l'éqaa-s 
tîon proposée jp'(x,y)=:o, en regardant dx 
comme constante^ on a 

a 07* dx* ^ dx 

P^Q^M étant des fonctIoQs dex^y: cette équa- 

tlon donne généralement la valeur de j-^; mais 

dans le cas particulier dont nous nous occupons > 

on a iV == Q : 

lé premier terme dl3paroît , et l'équation restante 

contiendra. ^ , élevé à la seconde puissance : la 

résolution de cette équation donnera les deux 

dy 

valeurs de —, qui déterminent la position des deux 

QX 

tangentes au point double. 

322, Puisque dans la supposition de Pexîstence 
d'un point double ^ et iV" «ont nuls chacun séparé- 
ment, il s'ensuit que dans la différentielle seconde de 
l'équation F{x^^) = 0, les termes M rf* r, Ndy, 
manqueront : ainsi en difFérentiant Péquation 
Mdx + Ndy =0, on peut regarder dx et dy 
comme constantes, et prendre seulement ladifFé* 
rentielle des coefficiens Jkî et iV'. 
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II sqît d§ ce qui précède, qi|e popr déterminer si 
une courbe a un point double^p il faut prendre la 
différentielle premii^re dQ l'équation , en tirer la 

valeur du rapport 'T'y^^ sera dqnnée par une frac- 

FXx y) 
tion de Informe * ^ v 5 pn fer^ le numérateur 

et le dénoiminateur de* oette fraction = zéro, cha- 
cua séparément^ ^ on aur^ autant de points dou- 
bles qu'on trouvera d© valeurs différentes dey, 
qui avec les valeurs correspondantes de ^, satisfe- 
ront à l'équation cte la courl^, 

323. Soit Téquation de la çQpc^hoïde 

jbn la différdntiant, pti a 

galant à ïrfro les coefficieiis de dx et dy y on tirer 
du premier ' 

çett^ v^ilçur; ^sfestifué^ dans le wcpfi^ , dopne 
y = *: 

ces deux yal^rs sati^fpnt à l'équ^tio^ de la courbe, 
donc la conchoïde r^çcot^^çie a un poipt doi^ble 
répondant à l'abscisse = zéro et à l'ordonnée = 6. 
• Pour déterminer la posîtîondes tangentes à ce 
point dqu}:)!^ j^ on différentiera d^ nouveim l'équa- 
tion en faisant ,<^yet <]?a: cQDstaqtea; on aura une 

- . f dy 

ëquatîoiji du* fécond ^egré pour détermmer -^ j 

F(x y\ o 
et si les mêoies valeurs de x et y qui ont -z-. — : = - 
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font disparoître taus les termes de la différentielle 
seconde , le point sera triple. 
Si réquation du second degré 

dx dx 

donnée par la différentielle seconde de l'équation 
de la courbe , avoit ces deux racines égalés , les 
deux branches passant par ce point ne s'y coupe- 
roient pas , elles ne feroient que se toucher. 

Prenons pour second exemple d'an point multi- 
ple la courbe dont l'équation est 

y^ — axy^ + b x^ =zoi 

en la différentiant ^ on a 

dy _ay^ — Z b<x^ ^ 

dx J^y^ — Siaxy* 

égalant' à zéro le numérateur et le: dénominateur 
séparément , on a 

Ces deux valeurs satisfont à Téquation de la courbe; 
donc elle a un point multiple àiTorigine des abs- 
cisses. Pour déterminer le degré de multiplicité, 
en diflFerentîera de nouveau l'équation en faisant 
dx et dy constantes ; on aura 

{12 y^ — 2ax)dy^ — 4 ay.dy dxJt'{&bx) dx*= o. 

La supposition de ^ = o, ^ = o , rend tous les 
termes de cette dernière équation t= o; donc le, 

Î)oint en question est plus que double : on prendra 
a différentielle troisième en faisant dy et dx cons- 
tantes , on aura 

ziydy^-^Gadxdy^+Gbdx^^o^ 
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La supposition dey = o réduit celle-ci à 

qu'on peut mettre sous la forme suivante : 

dy^ bdy 

dx^ adx 
cette équation a trois racines , savoir 5 

^y r. ^y ^\y^ ^^y \y^ 

— - z= o... -r- = + |/^ -.... a.-i- = — 1/^ -; 
dx dx a ax a 

donc la courbe en question a un point triple à 

• dy 

l'origine des abscisses.. La première valeur de —-- 

annonce qu'une des branches qui passent par ce 
point a sa tangente parallèle à l'axe des abscisses. 

3 24. Le caractère distinctif des points d'infle- 
xion est qu'à ce point la même ligne est en même 
temps tangente à la partie concave ^ M, et à la Fig. 68. 
partie convexe M3f (512) : soit l'équation de la 
courbe qui a un point d'inflexion j^ = i^.arj suppo- 
sons l'ordonnée P3Iy menée au poiqt d'inflexion j 
menons les deux ordonnées P'M ^ 'P 'M , l'une 
au-dessous , l'autre au-dessus de PMy et à une 
distance égale à ^ , on aura , 

dx st dx"" 2.3 ûap- 

La partie de l'ordonnée P'M' comprise entre la 
tangente et la courbe , est égale à 
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et la partie de ^ordonnée supérieure 'P'Mcom^ 

prise entre la tangente et la courbe , est égale à 



+ 



adar* a.3rf:r^' 



et par la nature du point d'inflexion 'P'JM-doît être 
négatif, et p'iif positif ^ ou réciproquement : or 
il est visible que pour qu'une de ces deux lignes 
soit essentiellement positive et l'autre négative y il 

faut que le coefficient diflférentiel -— ^ = o. Oa 

reconnoitra donc l'existence du point d'inflexion à 

Téquation de condition -r— . = o. 

d'y 
Si la valear de or qui fait étâtiOdir 3—^, faïc 

dx 

d^ Y •à% 

évanouir — ^ , la quantité jP' M tédtiîte dlors â 
dx 

Ici d^y 

— -= 7^,, . .conservera le même sifinie, soit qu'on 

2.3.4 dx^ 

prenne la quantité k positivé , soit qu'on la prenne 
négative ; la courbé ne subira dorid pas d'infle:ition 
au point itf , ou elle aura une înflej^îon double invi- 
sible (21 5). En donnant au raîseflnôment toute sa 
généralité , on verra que touteà les fols que le pre- 
mier des termes qtîi ne s^évatrourt pas est afFe6té 
d'une puissance impaire de A: , la courbe subira une 
inflexion visible ; et si le premier dgs termoaqiri ne 
s'évanouit pas est multiplié par une puissance paire 
de A: , l'inflexion sera în^ibla : ainsi si Ton a 

rinflexîon est simple ; si l'on a (encore 
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le point en question a une inflexion double Ou un 
serpentement 5 si Ton a 

à^y _ ^y ^ à^y _ 

le point d'inflexion sera triplej^ 

325. Soit Téquation de la première parabole cu- 
bique 

y3 =p» âf , ou x^ =î=pV > '^'^' ^' 

en changeant entr'etix les axes dejt abscisses et des 
ordonnées : si On la différentie deux fois de suite , 
on a 
^ 6 X c^y 

^ y 

La supposition de -— ^ =ss o^ donne 
d X 

X =BiO^ 

sans que la même supposition fasse disparoître la 
difFérentielle troisième ; donc la courbe a une infle* 
xion à Torigine des abscisses. 

Soit la co#vbe dont TéquatioD est 

a^y:r^{b'^xy+c^i 

en la différentiant deux fois^ on a 

cette valeur égalée à zéro , dtf une 

sans que la différentielle troisième s'évanouisse par 
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la même supposition ; donc l'abscisse x^=b répond 

à un point d'inflexion. 

Soit la branche supérieure de la conchoïde dont 
Péquation est 

Fig.39. xy = {b+y) \/a^—y\..{iQé) 

sa différentielle première est 

dx ' a*6+/ 

en la difFérentiant une seconde fois^ on a 

dy { {a^h^y^){Zf-f^a^yy^Za'y'—^Y' \dy 
, dx- l (a•6+/)•xv/^^Z^« )dx^ 

. d^Y 
Si Ton fait -7^ = o , on aura Téguation 
dx 

y + 5i^*— 2a•t = o: 
les racines de cette équation dépendent du rapport 
àeaih'y mais quel que soit ce rapport , il n'y aura 
jamais qu'une racine qui donne un point d'inflexion. 
Soit la cycloïde alongée dont l'éqaation est 

Fig.SS. y = -tt+asjïi -, 

q a 

p étant > y ; en la différentîant , on a %*• 

dy _ a{p+q) — qx 

dx~ q{2a» — ^*)r' 
diflférentiant de nouveau y on a 

d* y _ ap x—a* (p+q) 

dx^~ g^(aax — a?*)| ' 

d^y 

faisant 3-^ =z= o, on a 
dx ^ 
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et comme cette valeur de x ne fail pas évànoqvt 

rr--^ > • îl ' s'ensuit que "la fcycloïde aîôné^ê ' subû 

dx^ .\ . - ... . /'' ^'i^' ^' » '•^^"'* 

une inflexipn au point correspondant i^ l'abscisse 

u. ' , ,/ . . *: ...-•. .• . ■ * nt» .- •. . 

af — a(^-— ^ V ->.j 

,^: > ■>/..••' 

Onî voit pat tout ce qui précède ;^i¥^l*eiistenc^ 

;-^ '• .. î-.'» . " ;■ ' -, : " '■/"■■' ' . rf» V 

d'un point; d'inflexion suppose que la ^valeur ^de -j-^ 

pour tout. autre ppîx^ gpe^ceJui^djnJB^îoa, prend 
après le point d'inflexion un signe çoi^traîre; ^ celui 
qu'elle avoît avant 5 en sorte que si elle ejjç açg^tÎYP 
pour toxitè I/étendue cfe la courbe quijjfgxîède^ly 
point d^iflfiéxîon^èire séfâ positive pour la partie delà 
courbe qui ^ûit, et réciproquement. Lorsque cette 
valeur est exprimée pattm^ràcèioh j'-comme dan$ 
les deux j^erpiçirs exemples ^^ ce ciha^gi^nt^Ol!) du' 
posftif ail. négatif ou reçipfl9aueEQjei^|;j[ig^t,brriver 
de deux maniérés différentes^ ou parce qi:\,9iMi»i:^ 
mérateur passe du ptfsitif ai\|^ég^pf^,^jj^ppr^ique 
ce passage' a lieu dà^le açuopipate^ 
quantité, ne* peut passer' au positif au négatif, ou 
réciproquement-^ saHà passée, par zérd^^dènc au 
point d'ifaflexiion , le nuraët^teur qû^te dénbmina- 

teur de la f^'action exprimant jÉ^,,v5Jbur,de-wJ^ 

deyîentzérpj dans le pr^mîer|cas 1^ ffpgijQp — ^t=o, 

dans le second ^^ elIe.dCTÎgnt- infinie ^;ain4îP?^ur 4 
cou vf ir les points jdjym^^içjSg ^d?g? /uflfij ÇPPrJ^ç , il 
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^ y 
. M ralBt pas de faire -—^o , il faut encore faire 

, yo}rf)Q3 à présent à quels indices on reoomiokra 
les points de rebroussement 

Fk. 6q. ^^^' '^^ t^^înt de rebroussement Mf Tordon- 

' ' née PMtL deux valeurs égales 5 la tangente Jtf ST 

y est commune aux deux branches , une des deux 

MJHiJ!^ étant au-^dessous de la tangenteyl?aatre^ 

yMW étant éu-dessus :1a partie Jfcf JE?^ ou MH^ 

de Tordondée. comprise êtttre la tangente et la 

*^ éoârbe sera donc négative pour la branche infé- 

irîeare y^er^iàsitive pour la branche supérieure. 

Il ^it des observations précédentes, que Téqua- 
-tlôn dé!^ éôqrbes a jratit des points de rebroussement , 
de la^îèiaièrê espèce^ peut être mise sous k forme 

Mm étant^Qtt'^tfèiâibre îiapaîr, n un pômbre piair^ et a 
étent^^^t^uir de x qui répoùd du point de î-elbrou^ 



IJîfé'^^Kè^rs de M1È\M''n sercmt donWes 
i|[<M*«»î*inÉ?nt par lè^^ ta série ; . . 

.laquelle éëriê/setia double > à cause du double signe 
â= dans la valeur de^. 

c ^afe^sî'on part de-riordôtiTc^e qui répond à ar=a , 

le rtidibat SE: ( a? ^ a^ "• di^pàrbîtraj y n'aura à ce , 
pemt^'ifttè «étite yàlear , fet U sériô 
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ifc* d^y k^^ d'y ^ • 

n*étant pas jlouble pour^ cette valeqf paréicuti^r^ 
A^y ^Pê^^.-ptoutra dQonjrf jgti'unjs xaléur pour JU^ M, 
et comme îl n'y a aucune raison dédàke àe la ttà^ 
tçjre 4e la ^aestionp^ur qii'elle donije celle deMff 
pîiitQt que celle, de 'M^jS. là sërîé' se présentera 
SOUS un^ fpt-me Vague ^et maetermméf . 
^ On a Vil fSodl qu'il va des looctiôàs où, pout 
certaines yaleiirsnart^culieres de a? , les coefficient 
âïffètentîêls cle 14 sërfe deviennent zttb on lafims } 
ce cas a lieu«^rr^i2fi Ifirftquè j#^,:4Cfii9fl|^iei^ difféf- 
dv et* V ^^ 

fractionnaire , renfermant dans le âénbmtfaatéut 
une fonction dè**^ guî^s'évanQuît lorsqu'on faîta:=a} 
c'est ce qui aVrû^e daih les équàtiôns'de la forme 

lorsque nest un nomhrs.p)ur,j72 un nombre impair^ 
let X = a. Soit par exeipple l'e^uation 

on a , lorsque a? = a^^. . ..^ 

Soîtipncore y étz^àdt:(^x — »)'*$ • 

500: teab^ V dans dhinotiêp^ ^ppositii^Q^ ! ; . . 

• dx dx" dx* . . ._ 

La * 



[ 
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Siréqaation est 

on aura 

et ainsi des autres : or tontes les équations de cette 
forme appartiennent à dçs courbes qoi ont des 

t)oints de rehroussement ; donc on peut dire oua 
e caractère: distinctif des points de rebrousse- 
ment de là jpreînière espèce (âiàr) /est i:àinmè pour 

les points "d'infièzion -^''f^ o,oîu' oo. • ^^ '^ -^ 

327. Soît la seconde -paràbote. cubique /dbhfc 
réquatioû est -• ,.,.;, .. L .. ^ 

en changeant k en^ ^ et réciproquement^ on aura 

• •'•'il • «jî*'/.; ::•- ' ■' { • . - -■.' r '■ » 

p 

différentiaot (Jeo^fois . on « 

dV 3 / ^ \^^ ~^ '' '■' ;'- *^^ t s "^^ 
dx a^py 

la supposition de -j--;j;=s 00, donne ^::^q; doncla 

courbe a an pdint' de rebrou^ement à l^ôrigina 
(ies abscisses. ^^ -- . ;. ' * ^d 
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' Sô^t.la branche inférieure de la conchoidedont 
r49uation est ^ 

:cy=(ô— ^)v/a*— ^•i . Fig.3u 

en là dlfFerentiant deux fois comme dans le n''^ (527),. 

on' a,' ■'*'''".. 

mettant à la plactf de -;- sa valeur . celle de -r— 
^ dx dx^ 

deyîendra '* ; 

si Ton hût^b =s 6i (196) , on aura 

:•' T*-":*' . ■■ ■ ■ •■; 

lorsque j^ = ût; donc la conchoïde inférieure a un 
point de rebroussement lorsque 6 = a, et ce point ' 
répond a Tordonnée j^ = a et ^ = o. 

Soit la cycloïde ordinaire dont l'équation est 

y = Arc. ( a. a(/ï+ x) ^.+ w) +a sîa ~ • *JS' ^7* 

la différentielle seconde de cette équation est 

dx^ x)/2ax^^x* 
En faisant :c = â a. on a 

^>: \ , 'AV. . K ^y .'.-,, 

L 3^ 
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dbnd la oyclmda 4;»r<iaiaire ^ côhi^ue de i% als^ere 
la plus générale , a un point dé rebroâMeiti»tl|( ^aiî 
répond à rabaphse x s= aa* 

L'ar^^^fi cercle générateur qui réppnd.àl'flb«ici9$Q^ 
itf a^ est là moitié de la circonférence , ou aTièa^ 
donnant à n toutes les valeurs possibles en i^ombres 
entierjB , dà Irb^ûlYe qo^ les dilféMiJt/eit'OKiôttneies ^ 
répondênf à Tabscisse 2 f ^^oflL^À T 1 5 éz t , 5 a »• ,» 
7 a^ . • . &c j c^st-à-dire qu'à cÊaque révolution 
du cercle générateur > il y a un Doin( de rebroussè- 
rent. ' "'^' " '■'" 

On a vu que les conditions qui donnent Ira pointé 
de rebroq^seipent ^ soi^ le& menées que celles mxi 
dopient tfi»' yoiûî^ 'd'itiftekioai ûrL distinguera les 
uns des autres par les o&sérvatiOïu suivantes : 

i"*. Au point d*inflexbn'^ Fo^lniiée n'a <|^utis 
valeur^ à moins qu'elle ne soit tangente à la courbe^ 
au lieu qu'au point 4^^ iiebroussement elle en a 
deux ou plusieurs qui deviennellt é^les par l'éva- 
noui3semenji^ d'un raciic;a)lt.52%; si après^s'ètce a^ré 
de i'exlsteaced'uji^ppix^suigai^içr» çt;^voij: û^ouyô 
que l'ord'onnée. CQrr^s{]iopclant;e est; x =: if j^^on feit 
x=:aztzk, et 5<te, la valeur t^e^. soin r^^'î? ^^^ 
les deux suppositions de a? = a + il , et x ==13 — i , 
, le point en question est ijn poipt d'ipflesçion ; si au 
contraire, ftf^tifetif dfejy.ësT îmagirtaî» daii^^ une 
des deux suppositions , la point singulier esf; un 
point de rebrbhssenient. " 

0>ncluswiji génêrflké 

3 28. Il résulte de tout ce qu'on a vu dans Tap- 
plication du calcul difFérehti^ h la géométrie 9 que 
la (brmule générale dû dévelq|ipement 






r ^r ^y **dV_^ ^ ^y ** . rf*> 

suffit pour y»^ de» «ffèotÎQiM particuUèfes det 
coofbes} ^ar, i^.^ te seDrad terme^di^ dSveloppe- 

Inent tfenne la valeur du rapport ^n^ceiMiaifç pour 

mener tes tangentes : 2*. si pour une valeur parti- 
culière' dtt jr> ce ceeiiSciexit différentiel est zéro ^ 
I« t^ngenre est parellête à Taxe à^^ abscisses^ et 
Fordènnée correspondante peut être un mézio^uixi 
eu 9n minimum: 3^. on ^stmgue \q% maxî^a dei 
ininima, parle signe du second coefficient diffé* 
yentielj 4». ai le coefficient est zéro, sans q^ue^l^ 
suirant ï^ seit, iln'y aura ni maximum ni mini* 
»um 9 mti^ la courbe anra xxa point d'inflexion on 
de rebroussemènt : 5% si U même valeur de x ren- 
doit nuls les coefficiens 

la courbe auroit à ce point une inflexion invisible, 
ou un sérpentement : B"". si pour use vakw 4e x 

4y o 

on a. -^ = — » 

dx o' 

la courbe aura un point double ou mi^ltipld, et 
ainsi des autres affections de la courbe. 

Usages analytiques du calcul différentiel. 

119, te calcul iitEêvendiû eat employé avec 
succès dans les questions de T^n^ly^e^ comme 
d&ns^cfUes'de la géométrie. • 

Otf a vu ( 5oiT que si cmi a pne équation quel- 
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conque en x et y , ou simplement en x , laquelle 
doive avoir lieu , quelle que Wît la valeur de x\ les 
équations dîflpërentîelles de tous les ordres auronc 
aussi lieu ^ chacune séparément: ces éqtlations com- 
binées ejïtr'elles, et avec J'ëquation prèrnièrè , 
donneront souvent des équations plus simples et 
plus faciles À' résoudre. '' » - 

Proposons-npus, pourprerojer exemple , d'élever 
nn^poîynoipe quelconque à la puissancf x(\ cm «ait 
qu'on pourroit en venir à bout par les ïoix du bi- 
nôme 5 maïs Je calcul çii seroit très-long §t ttès- 
embarrassant; la longueur ^e^ les difficqlféVdispa-^ 
roi^sent par î aDpIiçatip.n.diÇf. nôuveauxc^aJciJs;-' 

Soit engrènerai l'équation jk =^ X% Xéfânt'un 
polynôme a;+ bx^cx^ -^d^^. . . , qii'jl. faut 

élèvera la puissance 72 i pqdifferentiant cette équa- 
tion, on a . . > 

L'équation différentielle étant divisée par la prc^ 
posée donne " r r . 

^_ndX 

la puissance X» ne se trouve pas dans cette dernière 
équation , ce qui la rend bien plus commode pour 
être développée par la. méthode des coefficiena' 
indéterminés. 

Soit donc . . 

y = ^ + Bx^cx^ + Dx^ + .••&c. : 

on aura . \ • , \ . . . ' . 

dy_ {B+^Cx + z Dx^ + . , . ) 



J 
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Egalant entr'elle&. les valeurs de 

. rfy, dx. 

■ —et de » — , 

on a l'équation 

jg.+ gÇjyth 5 Par* -4- 

^ + Jîar+ C«* + -O»' + . . . 

{6 + ac^4- 3é?** + . -. 1 
a + ^ * + c X* + rf «' i * 

faisant évanouir les fractions , et réunissant les 
texroes afFpctés desraêines pt^is^ances de jc, on a • 

aB--nb^ + { 'iaC^bB—n{2Cu4'\'bB } x * 

. C^tt^e .équajLion doit avoir lieu , queHe que soit la 
valeur de jc ^ donc on aura autant d'équations par- 
ticulières qu'il y a de différentes puissances de j?: 
on tirera de ces équations 

Mj ^— ————— • • • C/ — ■ • • • 



JD = 



a aa 



Ces équations ne déterminent pas le premier 
coefficient ^, mais pour le déterminer il faut avoir 
recours à Véquation première * 

(a^bx^cx^+dx^. . • )"=-^+Bs4- . . . &c. 

La forme du développement est indépendante de 
la valeur de x : elle aura donc lieu, quelle que soit 
cette vùleor .• si on suppose jc = o , an a a" = -^ : 
le premier terme de développement sera donc ainsi 
détenpip^* 



l> 
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jippUcatioii du calcul différentiel à là 
théorie des suites. 

330. Soit ane progression géométrique 
dont la somme est 



appelons cette somme «; en la différèntiant oa a 

ds 

_ = a + aax + 5ax* + 4a^ -h . . . + nox""^ : 

dx 

et multipliant par r « on a 

ds 
jKT -** SE a» «t- aa** + 3a»' + 4«p^+ . . . (1). 
dx 

-Ainsi conndssanc la somme de tous les termes 
d'une progression géométr^pift 

ax + a^ + eLx^ 4- ca^ + .. .a«'} 

on aura facilement celle de la série résultante du 
produit des. deav soivaiif es : « 

ax + ax* + aj?' -f dw:^ 4- aJt^ 4- . . • • aip\ 
1 + a .+ 3 +• 4 + fir ^ . . . • n 

Difitérendons l'équation (i), et nous aurons 
ds d^s 

et multipliant pef r x, 

ds d^ s 

xj-+x*'^^==iax + iax'^'^Qax^ 

+ 16 0:1:* 4- . . . n^ax^ .•.•.: (^ 
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DjffiénsndoDs cette disroi&re équatîof», et malti* 
plipns fes deuix m^^bres^ d% Véqvoàtiotx diflPéreii^ 
tî^ par X : on aura 

et ainsi des autres sâries résultant du produit des 

termes d'une* progressic^n géométrique par les 

termes correspondans de la série des puissance»^ 

des nombres naturels : on a la valeur de « . et il 

...' r ' ' - ds 

sera facile d'en déduire celle de -7- » • • • &c. 

On peut comparer les résultats obtenus par cçtt« 
laécliod» ayec cfeu* <ki n^. (269). 

u!4pplicatiôn du catcul différentiel à . la 
démonstration de plusieurs théorèmes 
défà itus sur i^ Bmiieê des taciries des 
éauatiqnsj et sur le9 coxactère^ de la 
reaUié de toutes leurs racines. 

33 1 • Spit réqnation gjénéral^ 

311^ noua tepréseoterons pour abréger par JP.jt:^ o: 
ésignons par a^b ^ c, les racines réelles de cette 
é<|ttatH>njSôit i|u^d!les soient positives , sôît qu'elles 
soient fi^a^eâ : T^uation \F:r 3= o pourra, se 
nie^tre squs la (orme suj^naute : 

Pf^r//r,|:OD entend la produit detotuve» les racioet 
imaginaires de l'équation. F.x^ lequel produit ne 



i 
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poarra jamais d^yenir négatif , quelle valeur qu'on 
donne à x ' (il) : désignons par X le prodbit dé- 
tentes les racines réelles , en sorte que jP.x=J3C/^a? : 
la difFérentielle de F,Xy divisée par dx , est F,x , ou 
la première fonction dérivée/de F.x : et celle def.x 
sera , par la même raison> f\x : on formera dono 
Téquation biffée Wtielle. ' . • 

or 

— =(x— 6) {x — cy. . . + {x — a)(a?r— c)..* 

+(jt — a) {x — b),. + ..&c., 

et si on suppose que les racines a y b^c , sont*ran^ 
gées par ordre de grandeur , en commençant par 
la. plus -grande positive, et finissant par la^.^us 
grande négative, on verra facilement qu en faisant 

a?=:a,--7- se réduit au seul terme (y— ft) (x— c**.). 

Cette valeur est nécessairement positive, à causa 

rFJT 

dea> t,>c...:sion fait ensuite x=d, —- seré- 

duît au seul terme (x — a) {x — c).... : cette valeur 
est nécessairement négative^ à cause de.b <a , 

//y 
et >c : si 0Q*faita7 = c, -7- se réduit au seul 

dx 
terme ( (x—a) (x — b) (jt— d).... ) < cette valeur est 
nécessairement positivera cause de/?<a,<Cijet>rf^ 

et ainsi des autres valeurs de -r— qui se trouveront • 

dx ^ ... 

alternativement positives et négatives , en mettant 

successivement à la placeidearlésTacrnes ^g',r«.^c» 

Quam au facteur JSC^til est visible que les supposi- ^ 
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tkwià dé âp,te=:ûj,^i;,±b:è^ . . . &c. le rendront zéra; 
fofêera toujours positif 5 on aura donc les résultat* 

•^uhrans: ' 

• -.' fc. .-• 

* ' 'x = ay . \ . donne J?''^ posîtif, 
. jc=:i, . . , donne J?"a7 négatif , 
a? = c , . . , donne FLx positif, 
x^=d, . . . . donne i^^ négatif^ 



;l*î. 



doQç |.'e<|Qi^tian diffétff^itîelie F^xzszo.^xm néces- 
.s^Çjpq^Qtv une racine réelle <a,, et >. 6 j elle en 
aur^ u^j^^eoqpde ,<.6et >'c;elle en aura une troî- 
fiième ^ç et >* <i^^M.-;et ainsi. des autr^4t! v> » . . (9) 
..,Defig^t>|i8 le^ Mçînes, de Véquatîon jP'.o? = o , 
'V^^'^M^'^'t ^V •. • - • ^'b^^itw yjsible qu'il, y* en. aura 
^oftLfé. Bapî^^s que : dpn^,4'4qUi^Jtion ,^ji:==o ; si on 
«Wpp#?%,9W;l€i$ 4€«II^DIBS;;s^ot rwgée«jpar ordre 
<1? ffir^it^eur^.oçtprputj^a.çpmn^e )}o^r les racines 
4e Jpé^Uj^tiQn ]^.x,rr^0 >.que la supposition de 

jt = a doDoe^ ■' ' ■ Vou F .x positite , . 

dx ^ 

ar=6' donp©* .-..••{. . i^'.ir négative , 
X •=^ c donne. . . . . V . . . F'^'.'x positive , 

^ ..K-it.- .hîô t^ • r-T-^ Pvm'j x.:.*:. jiiOiLàlOi, -i "• • 

<Jfoù>il siBtfr que^'équeièon #&r î=55 o >• '«^ * 

.'> , y . • • 
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aura des naçioes |r&Heâ , dpnt \a v^#j»r tOmli^ 
entre a et fc' , ente? b\^tç*,i^çntçe,e,Atd^ ♦ ^*^^'; 
Pour rendre ces observations plus 6ensibJes>>^>t 
une courbe de genre parabolique , dont l'équation 
est 

n^ 1. ou . ^ — ^** ^ 

les poinft B,C. U. . . ou là côut'be côbpe l'axe , 
sont ceux où i\)rdonnée isto; wpar cottrô<fuerit , 
les racines réelles de l'équation Fx=o , sont Sétt-- 
néès par les abscisses uéGr^JP^-^^y^^^*^ .&^- 
Si on foroae Téquation J?"awo ^ en djfferentiant 
l'équatiofa JRte = b , • 6n aura une équation d'un 
tlegré moindwd'urtè tiflitëyrfîoiÂt lé^ rtk*iérfiar:f, 
^rf , ^* , -^» , indiqaérotft ^1«8 tfbacWséé iqpaî *ë- 
^ôîAtettl âWr pli» gPâôdeidttfennéé* , é«tiitt»i^bînts 
ide la courbe V qui ont tei teo^ntes pîiràllèle.^ * 
ruxedfes khmim (5i^é),'^ï iUst HriiSMëj^éUes 
Tacînëfr timb^et *mre Jt<} et-^Pf ém»e^F 
«t Ji^ 5 entre jm «t j^<?}>nli^ë\^©«f -â^B; 

Si l'où con^mil sur lé «iêfljîê a*e atf*«*«W«He5 
courbé, <<6rtt l'éqtiAtibn*«^« JjJ^iTx, ft-^î* fes 

"" ' ^* abscîsseà têpétid^M fcuît' ^wtonnS^ att-d i^Wiéttt 
af=^f. . . ad=Ad. . . Qpfr^b • . . ac^Ac , 
et qu'on in difflrentie ^ elfeJÉtLsaiit . 4 > =^ :: 



=zr: X, 



%»"' 



am,ar repondront aux plus grandes ordonnées, 
où aùJc po'ififs dé là tbhthéyh^. a , qui onïTes tan- 
gentes parallèles àJ'«i«î!'J»ib«i^9ètenppiB! birai'e- 
quent entr-e a/ et orfj entre ^l.ep ab^ entre ^ 

et ac. . . .'&'"c.^ . " -, • « j» 

3. Ofl-^f soustraire irxx'ix tfiêttte^*6*^ffô troi- 
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llème courbe , dont lequatioû ^ohu^^F".x^ etdont 
Ie& abâcisses , x^pondant aux ordonnées zéro , 
soient PuyPt^ Psy.^. en la différentiant , et 

faiittnt — ,ou -j^ = o, t)n forlne Téquatloa 

tf^f'^rdro, dont tes racines seront données par les 
abBdKie8/H>j|79(,répdndaNit aux^Ibis grandes or- 
dotmées^ ou aux ^iâts de la cà^rbe qui ont les 
jtaogentes jbasralléle^ à l'aire y et f on voit que les abs- 
iciissea tomberont entre pu étpt-, ehivùpt et ps.. . 
On tire des dbsierratîons précédentes et* de la cons- 
truction de c.es différentes courbes , plusieurs con- 
:sstfqoenoes impotlantes dans la théorie générale dçs 
éûpintixmsi néil^ allons' présenter (es* principales. 

D:éWit)tistrdtîon de la règle dé Descartësi\ 

• 3 3 z • Considérons les racines réelles 4§ TéquatloB 

:^jf^Pêè^' + Ç^"-^-f. . . . ^y:=:to.yOMF.x—6^ ' Fîg. ^a 

et supposons qu'elle en ait un nombre p de poÈ»- 
tives.et un nombre q de négative^ ; les positives 
seront données par les abscisses u:/6,«4^i^,^i?« .\ 
et leâ if^çativej par les abscisses ^C^u^. * •. Si .qp 
iç;^ ;<^ass(e pac .ordre de grandeur^ on 4ura 

x>D jaiira ensuite Jtea abscisse;» 

, jâf:BS4S^[y^dis^^ . .&c. 

^^le8 flbm'ssei 

cfrtiiiia''^ am^b% ar=Q\..i... Sic. ,. 

OSi^ation îP*£i=:ôjOU — ==03^ qui à une ra- 
^•ÎM d^^moius '^ue'Ja proposée ,'«ilFa.néG^aa>râ^ 
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ment /?— i racines réelles positives , 7— ï racînei 
réelles négativ4is", et de plus une 'racine réelle qui 
pouira être positiVe*, comme ^>i,. ou négëtîvé, 
comme ^'h , selon que Taxe des ordonnées.^ay 
se trouvera au-dessus ou au-dessous dé l'ordonnée 
jB6 du maximum f ainsi dans la courbe^ q^. i^/jp'^ 
exemple, si 00 prend la lign/s .^â.pxHii: Taxeiiès 
ordonnées , on verra que Téqûatioa Fx^:^o àt^rois 
racines positive? » et deux n^^Hivèr^, tandis que ^ 
réquatlon F' x.=^p qui apjj^artient a la courbe 
n^* 2f n'aura que trois raciofs^ pdsitivès et: use 
négative. - , ., , 

Si au contraire pn prend la ligne j^^a pont axe 
des ordonnées, réquation i^x 2= o, qui appa[:tiea^4 
la courbe n^/ 1 , aura toujours trois racines posi- 
tives et deux né^tives , tandis .que réc^iis^on 
F'x^^o n'auta que deu^ racines positives et deux 
négatives , d'où il suit que si réquç|tîon Fa?=o., a 
Jp*«iy de Vaôîïlés f)ô$}tives quéTé^uàtiôn Fi:é:S,*elIe 
ne,peuten.a^vQJr ga^*uoe deplas-j v^^si elle a'^Ii^'^de 
racines négatives, elle ne peut pn. avoir qu'une de 
■plus. '-! ^ .-i - • 

' Si le nombre des racines pbsî'tîves de relation 
Fx^o est pair J son dernier ternie )^feèra,pô^ 
^csar ie prcjamt-dè routes les r^éî^és. néganv|s'^^i 
toujours pos^iîf'^^si te ndmbrfe dés'tubîties pdsïîivi* 
es^pair , lemrpr^ujts€tra p^o^ttfj^^^^ 
dfes signes dans la multiplic^tioji ^ of un produit po- 
sitif multiplié par un ahtrèpt^ôtfuît* positif ^^^ âStfKé 
un produit positif; donolie ^^mlerterme ^êr:^era 
positif. Si au contraire le nombre (Je^^^'r^cin^ t>f^ 
sitives de l'équation \F.^ =j;) est inapair., ^le der- 
nier terme d'ei'équatîon sera" négaW. 

Pareillement si Je nombre des i:çcipef. p95itives 

dé réquation F^.x=pq est pair, son dernier terme 

^^st positif, îjet'^i. |^ nombre«.îdesjfaeines^'po«ittv68 

de 
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împàîr, le dernier terme est négatif, d*oii il suit 
que si Téquatlon F/ x == o a une racine positive^ 
de moins que l'équation F.x=o y le dernier terme 
de la première n'aura pas le même signe que celui 
de la dernière : si c'est au contraire Une racine né-^ 

fative que F' a? = o a de moins que Fx=: o, les 
erniers termes des deux équations auront le même 
signe. 

Le dernier terme de l'équation F.x = o est y^, 
et celui deF/x^=:.o est T, coefficient dé l'avant- 
dernier terme de la proposée : donc F.x = o ne 
peut avoir une racine positive de plus que/'/x=o , 
qu'autant que T sera de difFéreat signe que /^, et 
elle ne peut avoir une racine . négative -^de plus, 
qu'autant que Tsera du même signe que JP^. 

Le dernier terme de l'équation F."x =0 est 2 S, 
et l'on prouvera par un raisonnement semblable au 
précédent^ que F.' x=iO ne peut pas avoir une 
racine positive de plus que F."jf = o, qu'autant 
que a 4? sera d'un signe contraire à celui de T, et 
elle ne peut pas avoir une racine négative de plus^ 
qu'autant que 2 *S et T seront de même signe : on 
en dira autant de -F. V=30 par rapport à i^"^a?=:o , 
et ainsi des autres : si on différentie l'équation '^ 
jF!r=o 5 n — 1* fois , on aura les n équations 
Fxfio..JF/x~o...FJ'x=o...F''\x^o...F^''''')x:=:ioi 
et il est visible que. 

* P 

JP('*-0«jc =3= ose réduit kx -{ = 0. 

n 

, ir(—«).;P =i= Q se réduit kx + — x + é 

» n n.n — 1 

j(«-s>^ _ ^ jg réduit à 1 

Ainsi le dernier terme de J?'(«"0' x = ô est 
P 

lY, M 
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le de/oier terme de ^i""')- jc = o est , 



n^n— i' 



celai de jP(— *> x = o est 

3.11 iî 



/i.n— i.n— a'' 



celui de F'.x s= p est 



n.n — i* 



T 
celui de JF'. X = a est -^ , 

et celMÎ 4e -F. AT = o est V\ 

donc la première de ces éqpati^Bs ne poi^m^ ayoîr 

sa racine positive ou uégative qu'autant que — ^ 

ou jP simplement sera n^;alif ou.pQSJtif : la seconde 
n'aura une racine positive ou négutiye de plus que 
la première qu'autant que Q ser% de diffi^ent ou de 
nême signe que P : ta troisième^ nVora une 'racine, 
positive ou négative de plus.quelaseçoçde^if 'autant 
que iRsera de diffiâcent signe ou demèm^ sigue que 
Qy et enfin F*x = o n'aura uneracirie positive on 
négative de plus que ^'.4f = o , qu'autant que f^ 
sera de différent 6u de même sig;ne que T. 1 .d'où 
il suit que si toutes les racines de la proposée sont 
réelles et que P soit négatif, l'équation if^*"')^ =?= a 
aura sa racine positive : si, JP étant négatif, Q est 
positif, l'équatron /^"'"•.x = ôabra ses deux ra- 
cines positives : si on a de plus jR. négatif, les trois 
racines de l'équation jP""^.:!: = o seront positives... 
En contijiuant ainsi jusqu'à Jp". a; ;= o , on verra que 
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pour que toutes ses racines soient positives , il faut 
que tous les coefiiciens soient alternativement po- 
sitifs et négatifs. 

On verra par un raisonnement semblable, que 
si P est positif, l*éq[uatîon F^'^^x = o a sa racinô 
négative: si^etQsont positifs,Féquation/"^*"**)a;=:o 
aura les deux racines négatives : si P et Q étant 
positifs, on a encore R positif, 2^""^>. x-=z o aura 
ses trois racines négatives.. • En continuant ainsi 
jusqu'à F^x=^Oy on verra que si tous les. coeffi- 
ciens sont tous positifs , elle aura toutes ses racines 
négatives ; d'où il suit que lorsque dans les signes 
des termes de Téquation i^. a? = o il n*y aura que 
des variations , toutes ses racines seront positives 5. 
et lorsqu'il n'y aura que des permanences^ elles 
seront toutes négatives: 

En général, si deux coefficiens consécutifs Q,-Si 

iu'on peut regarder comme les derniers termes 
e deux équations ' diflSérentî elles consécutives 
iîX'"+'). a? = o. . . F^*"). a: = o sont de même signe, 
l'équation jF.^'"^ a? =^0 aura une racine négative 
' de plus que i^"^""*"*^. or = o j et si les deux coeffi- 
ciens consécutifs ont des signes difrérens,Ia pre- 
mière des. dqux équations aw:a une. racine positive 
de pju&que la seconde ;^insi en passant d'uixe équa^ 
tîondifFérentîelle. à l'autre , on ne fait évaBouic 
qu'une seule racinie positive en faisant évanouie 
une variation , ou une seule racine négative en fai- 
sant évanouir une pertpanence ^ donc réciproque- 
ment, en revenant de la dernière équation djiFé- 
rentielle à la première , on n'introduira qu'une seule 
racine positive en introduisant une variation, ou^ 
une seule racine négative en introduisant une per- 
manence. Donc la proposée ne pourra pas avoir 
plus de racines positives que de variations , ni plus^ 
de rapines jjégatÎYÇ5;^ue de pernaanences. 



t 



i 
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333. Si Téquation Fx=o a toutes ses racînef 
réelles, l'équation différentielle F'.x = o aura aus» 
toutes les siennes réelles ; puisque entre deux ra-* 
cines réelles con^utives de 1 équation Fap = o , 
il tombe toujours ui|e racine réelle de Téqua- 
tion J?^« AT = o ; c'est-àrdire qu'entre les deux abs- 
jr- 70 ^'««®* -^^ 9 -^^ répondant à j^ = o , on trouva 
ll^ 1. ' Tabscisse ^/répondant à un maximum d'ordon- 
nées. Par la même raison la seoonde équation diffé- 
rentielle /"'.x = G aura toutes ses racines réelles, 
%\ F.X = o a les siennes réelles ; c'est-à-dire que 
dans la courbe n**. 1 , entre les abscisses afyad y 
on trouve l'abscisse a n, répondant à un maximum 
d'ordonnée. 

On prouvera de la même manière que siF^.x=o 
a toutes ses racines réelles, F'"'.* = 6 a aussi les 
siennes réelles et ainsi des autres; d'où il suit 
qu'en différentiant 1 équation F.x=o n — a fois^ 
on aura l'équation du second degré 

ar*H x^ -" — =0: 

n n.n — 1 

la proposée aura toutes ses racines réelles si celles 
de l'équation du second degré sont réelles; et si 
les deux racines de Téquation du second degré sont 
imaginaires, c'est un indice que la proposée a des \ 
racines imaginaires* | 

Soit pour exemple l'équation | 

.ar'+par+gr = : I 

en la différentiant , on a 

or cette équation du second degré a nécessaire- 
ment ses deux racines imaginaires; donc i'equatioa | 
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proposée du troisième degré a deux racines imagi- 
naires (49). 

Il suit encore des observations précédentes , que 
si une équation manque d'un terme quelconque , 
elle aura des racines imaginaires si les deux termes 
voisins de celui qui manque ont le même signe. 

Pour abréger la démonstration , prenons Téqua- 
tion du quatrième degré 

qui manque du troisième terme : en la dîfférentîant 
«ne fois , on fait disparoitre le dernier terme , et 
Ton a r.équation du troisième degré 

[ix^ + 5px^+ç = Oy 

qui a toutes ses racines réelles si celles de la 

proposée le sont. Si on fait a? = - , on changera 

z 

l'équation du troisième degré en sa réciproque 

çz^ + 5pz+/à = 0'i 

en la différentiant ^ on a 

5qz^ + 5p=:oi 

or il est visible que les deux racines de cette équa- 
tion sont imaginaires, parce que les deux coefli- 
ciensp^y, ont le même signe, donc la proposée 
aura aussi des racines imaginaires. 

L'inverse de l^^ proposition que nous venons de - 
prouver n'est pas généralement vraie j c'est-à-dire 
que si, réciproquement , l'équation F\x=:o a 
toutes ses racines réelles, il ne s'ensuit pas que la 
proposée ait toutes les tiennes réelles j pour s'en 
convaincre, il suffit de jeter les yeux sur la fig. 70 , Fig- 7^» 
n^.4?qui est la construction géométrique d'une ^*''^* 
équation du sixième degré ayant deux racines 

M 3 
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réelles et quati'e imaginaires : on y verra que quoi^ 
que la courbe dont Téquation est 

ne coupe Vaxe des abscisses qu'en àeù*x points B 

et C, qui désignent les rarcines rételles de l'ëquatîon 

dy 
iî'.a; = ôj Téquatîon — peut avoir xinq racines 
, clx 

réelles indiquant tes abscisses côrreifjpondantes aux 
points (jle la courbe y où les tangentes >sont paral- 
lèles à l'axe. 

Méthode pour déterminer les racines égales 
d'une équation. 

3 34. On a vu (27) que pour déterminer lés ra- 
cines doubles d*une équation représentée par 

il falloit former l*équatîoh JV= 6. • . pour avoir /es 
racines triples , il falloit foniier fencote T^^^ation 
^ = 0, • .et ainsi des autres , et chercher ensuite 
le commun diviseur entre l'équation donnée et les 
différentes équations de eoAditiort. MaintenàPt ôrt 
peut rertartjaer que TéquatiôniV^o n'est antio 
chose que la diflFérentîetle de là |)roposé^^ et l'é- 
quation M = o est îa dîfféreffitîeîlê rfe iV ==t ô ou 
la différentielle sëcoûde de te J)tt)po9ée j oA for- 
raera donc facilement ces équatiotis de coffdrtioA 
par les règles de la drfFére'nttâtiôti. 

On démontrera aussi avec fe même facilité qud 
le diviseur commun entre là proposée iV^=: o con- 
tient les racines égales de là proposée , iteaîs éle* 
vées à une puissance d'un degré moindre d'uuO 
unité que dans la proposée, 
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Sopposons poar cela que la proposée est 

{x'—ayx(^x^hyxfx=o(5o)i 

on aura ^ en difFérentiant , 

r (x—ay"' xlx—byxfx-hs.Cx—ayxÇ^—by-y 
Xfx+ix-^ayxix—àyxfx — o: 

le IcEvî^ëor coinmiin entré cette '^(^iiatlon dlfféren- 
tîette fet îé proposée est 

or lès racines égales que le dSvîs'eiir cohtîe'ût sont 
élevées à tine poiissànce â*un degré moindre d'qne 
unité que dans la proposée ; donc , &c. 

Si Ton preftroit la difFérentfelle de )a dernière 
iéquàtion y on verroit que son diinseurcommùn avec 
la proposée et la oifferentieliè première est 

[x^ay^xix—by-*; 

d'où on prent conclore que si dn représente par 
X=o l'équation proposée , les équations de con- 
dition poar qu'elle ait des ràcmes ^égales soût 

dX d'X dPX ^ 

dx tfjc» dx^ 

tixx ce qui revrent au wéme^ si l^on représente 
1 équation proposée par F. a; = o ^ les équations de 
condition seront 

F.x = o, . . ^",0? = o. . .F"\x — o. . .&c. 

On ckercKé entité le commuai diviseur entre 
i^, a? =: o et ses dérivées. 
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application du calcul différentiel aux mé^ 
thodes c^ approximation. 

335.Lecalcal diflFérentiel facilite l'application 
des méthodes ordinaires poar trouver des valeurs 
de plus en plus approchées des racines d^une équa* 
tion ; supposons que Ton ait Téquation X== o dont 
on conuoit déjà une valeur approchée de la racine 
cherchée : désignons par a cette valeur approchée^ 
et par/> la quantité très-petite qu'il faut ajouter à 
a pour avoir la racine exacte : si on substitue 
a+/7, ou X +p à la place de x dans l'équatiouX^^o^ 
elle deviendra 

_ dX p^d^X p" d'X 
^ dx a dx* a, 3 dx^ 

ayant le soin de mettre a à la place de x après la 
différentiation ; mais par la supposition p est une 
quantité très-petite : on pourra donc négliger les 
termes où- elle est élevée a la seconde puissance 
et aux puissances supérieures. On aura ainsi 

d'où on aura facilement une valeur approchée dept 
Soit b cette première valeur approchée 3 on aura 

x = a + b+q^ 

Îj étant une quantité très- petite : mettant cette va- 
eur à la place de x dans l'équation JC=^ o, ou ce 
qui est plus simple , mettant ç" à la place dep^et 
(i + b k]a place de x dans la première transformée 

X+p "-7- = Q , on aura une seconde transforméç> 



1 
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de laquelle on tirera la valeur de q^ en continuant 
d'opérer de la même manière ^ on trouvera des va- 
leurs de X de plus en plus approchées. 
Exemple. Soft l'équation 

x^+Qx* + 5x'^hQ = o(65)y 

dont on a déjà une racine approchée 2^5... On 
fera a=a, 5 dans la première transformée^ ec 
l'on aura 

. ^= (2, 5)^+52 (2, 5)--f.3 (s, 5) — 5o 

dX 

ClX 

donc Ja transformée donnera 

_ 5o — 5 (2, 5) — 2 (2, 5 ) " — (a, ôf 

_ 14,575 _^ 
31,75 

On peut aussi se servir du même procédé pour avoir 
les différentes transformées , quand on cherche les 
valeurs approchées, parla méthode d^ Lagraqge. 

Soit l'équation -X = O , 
ou 

supposons qu'on ait déjà trouvé la valeur de x la 
plus approchée en nombres entiers : soit cette pre- 
mière valeur = a , on fera 

X ^a+ -, 

y 

etron aura la transformée 

^,\dX 1 d^X i d'X ^ _ 
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dans laquelle on mettra la ouantité a à la pièce 
de 07^ et multipliant toute l'équàtîbn par y*- y on 
aura la transformée 

dx a.dx*^ s.odx^ 

dans cette transformée on a 

dX 

dx 

id^X n.n — 1_^ ^. . n — i.n-^fl-^ . 

_-_ = NaT^ + Pal'^ + ... 

a dx* 2 2 

t d^X n.n — 1.»— «^._, n — 1.»— 2./»— 3- ^, 



2.5dx^. 2.3 a.5 

Exemples Prenons réquation 

x^ — ** — 2x +1 = o ( 66) 

dans laquelle là valeur ecttrère de âP est 1 : on a 
donc 

«=1 , jRr==:i . . . Pî=;:^i-i , Q^-^ù , . . .iî=i . • .: 

^_ ' dX d^^X^._^ d?X _^ 

^ '••• d^^'^^-'-l^-'^^'^'^Mi'^^'' 

donc la première transformée sera 

—y ^y + i> ^ 1 :^o, 
ou en changeant les signes > 

y +y« — a^^l — o. 
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Théorème Yelaéfâ la somme des puissances 
des Wcines d^Uttè ^équation. 

en faisant x= ^-,011 formera l'équation identique 

—{^—^Yi^^'h) (i—ey)ii^^^y)...=o (24) , 

d'où fésultè, eh f)fenant )a dîfFerénttetle loga* 
rithmtque des deux membres^ cette aiitre équa* 
tion ^ pèreiUemènt identique: 

— jP— aQ> — 3 JRy^— hPy^''' 

a b c d 

+ + :r-+--- 



1— a^ 1 — by x-^cy 1 — dy 
Soît 

la série <[tfi ^ient dû dév^ô))pëiiiéât da premier 
membre 5 en contih^iatit le ctiKM-^côteme dans le 
p\ (24), on trouvera 

S ^ à + i> + c 4- a + 

C^d"^ i' + c* + à* '+ . . . • 

i:)±=:à^V^^4-c'+à^ 

iltf = o» + fc« 4. c^ + i« + 

et Ton déterminera MyO\ifn par la formule con- 
nue d^àpVès la loi des suites récurrentes 



f. 
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De cette manière on ne peut trouver la valeur de 
f.nqiik l'aide des sommes/, n — i yf.n-^9. . .etc. 
Nous allons indiquer un moyen de trouver la somme 
des racines d'une équation quelconque , élevées à 
telle puissance qu'on voudra , sans avoir besoin de 
connoître les sommes des mêmes racines élevées 
aux puissances inférieures. C'est le problème que 
nous avons annoncé (26). 

337. Reprenons l'équation 

_ p — a Q j ~ 5 My* ;. . — nV y^'^'^ 

Si on multiplie les deux membres de cette équation 
arrfy, le numérateur du premier membre sera 
a différentielle du dénominateur prise négative- 
ment ; faisons 

F y + Qy^ + R/^... Vf^Y, 

on aura ainsi 

i + Jt 

car d JTest aussi bien la différentielle de JT, que 
de I + y : si on développe 1 + 1^ en série , et 
qu'on multiplie tous les termes du développement 
par — ûfJT, on aura 

^Bdy + Cy dy + Dy'dy + . • v + My^' dy : 
cette équation est la différentielle de la suivante^ 
y* y-s y4 ys , y^ 

51 > 3 4 5 n 

Cy* Dy^ My"" 

\ 9 . , n 
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Comme on peat s'en assarer en différentiant cette 
dernière ^ on remarquera que les puissances d'un 
degré pair de JTs^nt positives y et celles d'un degré 
impair sont négatives. 

Comme la valeur des coefficiens By C, D. . . M 
est indépendante- dey , il s'ensuit que pour déter- 
miner les coefficients ^ il faut égaler entr'eux les 
termes homogènes des deux membres : ainsi la 
valeur du coefficient M du second membre est 
égale à tout ce qui multiplie ^" dans le premier 
membre: pour le déterminer y il faudra développer 
les fonctions YyY^y y % . • . iP, et ne retenir de 
chaque développement que les termes qui multi^ 
plient y". 

En mettant y sous cette forme 

y{P+Qy + Ry' + ... P^y^') , 

on verra facilement , i"*. que le seul terme de y* 
qui soit multipliée par y , est P". 

2®. Que pour avoir les termes de ♦1^"'"' qui sont 
multipliés par^* y il suffît de connoître les termes 
du développement de 

(P+ Qr + i?r* + . . . ^ry^S 

qui soiit multipliés par y y parce que 

jr-*=j.»-(P+ Qy+Ry+ . . . /^»-)»- . . 

et l'on voit évidemment que les termes du dévelop- 
pement qui contiennent y ^ se trouveront multi- 
pliés par^* , à cause du facteur y""* qui multiplie 
tous les termes. 

3°. Que pour avoir les termes de y"""* , multi-- 
pHés par j^% il suffit de connoître ceu3ç du déve- 
loppement (P + Qy+ J^y'^ + ... /^j"-')''"' qui 
contiennent jy*,.,. et ainsi des autres termes. 
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Pour effectue/: les, ^éveloppemexis , j*aî recouts à 
la formule 

dans Usuelle / 4é«îg?^e çei ^ue devient^ 

P + Qr + iî JK* + . • . + /^""^ 

lorsque ^^ = q , --^ nwqsft Ç,Ç fll*?. devî,eqt le pre- 

mier coefficient cKDFérentiel àef.y^^ lorsque^ = o, 

—- représenlQ c^ qjcie d^yiont W^^tçond coefficient 

"^différentiel de f.y^^ Iprsqufjjf^ == o^. • . etc^ 
Soit f^it po^f abréger 

en sorte que Y^X K »- on am:^, d'aipBè^ilfRjqpn-. 
sidérations précç^^n.te^» 

— = =*= — =F -j .dprr— ^T— r^T-r- 

• • • ■ ■ * ' 



û^^a.3.Xn-^3 " *" 2.3.4. •n'^ 

en 9bservan( de faire y s=^o 4^^^ tpus les termes 
de cette formule après, ayoir efÇ^çtUjé; Iç^diPerea- 
tiatipns i^diquée^. 

Pour fa^çî^ter les subsiVttfJMQJ%{j# o$i rep^ffisqujera 
qu'en faisant ^ = o , 

l*. 9 se réduit à JRî 

2% —se réduit à Q; 



I 
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S*. -^ «e réduit à âJR: 



4«. -^6ÇEédaitiS^;s<fi 



6*. ^aerédaità.4,5.ar. 



rfy 



6». . . . 
«ind on aara 



P 



'/> 



7z n 






c^y'. a X n— 3 a cTy* a rfy' 



♦ • •:r5 



■ a. 5 c?jK É?r a-3ûîy* 

=n^ — 4.» — 5_ - _- 

1^ rr- 4 P'T"^ Q iî+ P»-^ & etc. 

Appliquons ces formules à quelques exemples. 
Soit l'équation 

et cherchons , l^ la somme cbs racines^ s*, la 
somme des quatre^ des mêmes , racines } 5^. la 
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somme des cabes, 4^. la somme des qaatrîèmef 
puissaDces....etc. des racines de cette équation. 

En mettant ~ à la place de x , on aura 

y 

ainsi lorsque n = 1 ^ on a par les formules cl-* 
dessus ,/i ±= -=—/). 

Lorsque n = 2^ on a — ^=— — yjet/2=p*— 2g^* 

Lorsque » = 3^ on a -;r-=— ^ + /?* jr — r ; 

et /3= — p'+5py — 5r. 

Lorsque /z = 4 , on a^^=^-— p*j^+pr4 ^ j 

et /4=p* — 4p* 5^ + 4pr+ 25^* — 4 s, etc..,. 
ce qui est bien conforme à ce que l'on à trouvé (s6)» 
Soit l'équation du second degré ap*+par-4-y:=o. 
dont on demande la somme des puissances m des 

deux racinesa'^+ô'": on fera d'abord x=-, et l'on 

y 

aura r équation 7 +pjK + qy^ = o , et par consé- 

quent 7=p ^ qy , — == y ,et toutes les autres 

> ^ ^ , . dy . 

différentielles — égales à zéro : on aura donc 

a'" + ô" = ±p'"=Fmyp"-*±îïî^-^ q^ p""^ 

m. m— 4'. /7z— '5 , ^_^- . ^^ 
=F T^- yV"^*'+ • • •etc. 

Cette 
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' Cette série devant être continuée jusqu'à ce que 
l'on parvienne à des puissances négatives de p, 
le signe supérieur de chaque terme ayant Heu 
lorsque m est un nombre pair; et le signe inférieur, 
lorsque]^ est impair. (^éi^^zLagrange^ Résolution 
des équations numériques y page â43,) (i) 



Méthode pour déterminer par le calcul dif- 
férentiel la valeurd^ une fraction,— y lors^ 

que. pour une paleùr particulière de x le 
numérateur et le dénomiriateur devien-- 
Tient zéro chacufi séparément. 

338. On trouve souvent dans l'analyse des frac- 
tions donf Iç numérat;eui; ^t ^ le déaaminaïaur ^(mt 
des fpi^ptions, de I9 môn^ variMible.-;r»;,j:^lles qu'^n 
donp^pt § ^ jttpe.vsiçuf détei^pînée. la. îr^psiôa- de- 
vient, rr. On a vli Ê?»*) qu§[çesc4ftrt§fcd.Q:JFractiôBs 



.(i>£ftt sùttidté étôitliiïïttibétiépws lèng-^M^^^él^Ifl^- 
yr^e déjà to¥0»B ft-KnsiWf sé^i» G^» ftrlMweÀ: g.) ; toi»- 

courant ràpiden^ent le premier article, je me Sub.cpnvaiacu 
que ka' fôrèiBl6^n^ îiô , page. ';i^, lùèiië Sikitgme rLfffet 
qué^cai^qilè^j'ài tJrbdVé^ î&HmîVaôf'tfn^-fPfe'aMî'érfti : 
iWeiir âroîl 'bien <yottliiitû0<o2>nimt]feiqtoeiY4e]^à)etoènf (q 
Tan 3 le pfâ^' dc^ »ftft'^^traèlÇi^Je regr;ettia::hepueo«p^. cfaHl 
ne me .api^ pas p jirvenu^pjut^^;; ilççi juroit fo^tni^liia dr'p^e 
occasio» de; faire des rapprocnemens seVpjableâà (Qelqiide 
rîfttîclè pt^céâefit , )^piiT prdu^ér^rarfalogiêqiiî. existé en&e 
lë^TalèhV^é^r Dtmatk)iAi è^lè^lcul Diff^^ 
le temps et mes occypations u^ m'aient pàa permis de 
l-étii4îter efitoies je le" cràS ffigne' d'intéressë^les'^éo'tiJfc- 
tres , tant par son sujet et la manière dont il est traitis , quo 
parlestalena'etlèmëritedei'atfteur. - "^ '•- >- - 

IT. N 
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se présentent souvent dans la detérminatîoti det 
tangentes , et qu'elles supposent Tezistence d'un 
point dottble ou multiple , répondant a la valeur 
détennmée de l'abscisse qoi rend zéro lé numéra- 
teur et le dénooûnMear de la fraction ; mais rien 
s'empèclie de consîdéref toute fraction dont le 
numérateur et le dénominateur est une fonction 

de^x , comme exprimant la valeur de ^ , et par 

conséquent comme déterminant la position de la 
. tangente à un .point quelconque d'une ooiaAe don- 
née : iûnsft lorsqu'on a 

dx o* 

<ra peot supposer quil est question de déterminer 

'h' position de la tangente à tm point double; et 

cboMiiéA ou'f^areQ point il f a'deiix tangentes ayant 

différentes^ directions;^ te âippbrt ^ ne pouvant en 

"• d on ne r qu une. et ue de vaut 'pas "eu duuuer une 
..|)lutât que l'autre, reste tagne A indéfiermî^é^, et 
.fie peut-être détopmioé-qiiie par ime équatbn du 

«ëic^ond déçré s^j!>st ttufeS^foniTim pqîrit double , 
'ou i^'aVùïij^ifiluatjpn du ^roisiêflie àegré si c'est un 

poiné-tripliPpCes pons^dia^îjc^g supposent ^que les 
^ larmes de.lafrajBlrion sont rdesibnetiotts implicites 
'tié^et«^;^ais il est >aî%é^ devoir qu'elles js'appli- 

queritôgiliètoétït aitx'fôh^ 

âti'ùrié varitfbie j dais iô^s c^s ^particuliers ., la 
ififêriênti^Ue /4? l'èquaftioo r^dx 4^Jf,dy ^^ cy 

ne côiU|^*c^cU'4,pa^ le .raÉrê^cJe'-^^jparce.qiu JfcT 

et i^Tne contiennent ^^uéJbvàrïabj^e x^^. 



y X 

Sort: donc rç^ , une pareille fraction JC , et X' 

étant des fonctions de ^ telles q«;e J/ei supposition 
de ^ r=r^'les zsende toutes les deu;c zéro ^'oo fera 

y=^/>on>r.;^p;^: 

la supposition de,x^=^-FeQd les deux membres 
zéro, Von a par conséquent 0=^0, quelle que 
«ait laviaieuT de^^qoS demeure inâéteroNnée} mais 
âî on différentie cette équacîeii , ou a* 

ydX+X'djr=^xlXi 

et comme la supposition de x==^ a rend X=Of 
ie terme X^dy disparôît de lui-même' pfet* c^p 
supposition, et Ton a • : ... :j>: 

y (^K'^ dXy imy «= -^,. 

Exemple premier. Soit I§ f raptipp ' 

dont oiQi^cliei^li^ila À^mjc lô^squ^^ jc s: a : iLek 
visible que l'on^ dans ^tte supposition 




' ■ t *• 

mais si on diJ(jPé[;^nt|e ^4pcNP4(&êfi^^ ^ç Jpmérateur et 
le dénomidâte'ur;bna ^ . - . 



lorsque xs=s à, ce qui»est W.î^^rîtable valeur dej^j 

N :4 
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en effet , en décomposant le nomératear en sbs 
facteurs , on a 

y — —— =a+A: = aa, 

lorsque jr = a. 
Exemple second. Soit 

ax* — a 

dont on demande la valeur lorsque xz=^t». : on 
a dans cette hypothèse 

a-^a , o 

fbais en différentiant séparément le numérateur et 
le dénominateur ^ on a 

lorsque :r = i. 

Exemple troisième. Sbît 

doot on cherche la y alçur^ lorsque oTjn;: o j: oa a 

o • • . 

si on différence séparément le numérateur et le dé« 
Dominateur ^on a 

lorsque ^ = o. 

Exemple ^quatrième. Bok"^ 

1 — sîn ar+cos x 
' . : y^^-' — — • 
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dont on cherche la valeur lorsque a; = ^0 ^ j on a 
dans cette supposition , 

o 

mais en difFérentiant séparément le nuniératêur et 
le dénominateur ^ on a 

— cosx — sîn:r 

cos X — sm x^ 

lorsque Jc = 90 ^. 

It arrive quelquefois que la valeur de x qui rend 

kp . Jl g . - . dX o , 
traction •= = - rend aussi — — ^ = - j alors on 

passe à la différentielle seconde ou à la différen- 
tielle troisième, en ayant soin de prendre séparé- 
ment la différentielle du numérateur et du déno-« 
minateur. 

Exemple. Soit Téquation 

ax^-^^acx+ac* 

bx^ — 2bcx + bc* ' 

dont on demande la valeur lorsque « =3 c. Il est 

visible que dans cette supposition^ = - : si on dif« 

férentie séparément le numérateur et le dénomi^ 
nateur ^ouA 

2ax — 20c o 

lorsque ;i: = c. Différentiant de nouveau^ on a 

a 

qui est la véritable valeur de la fraction, comme 

N 3 
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on peut s*en assurer par la décomposition ; tér on â 

G* — 2Cjc+c*\ a a 

Hu^Hb que sott la Yaleur de x. 

Usages du calcul différentiel pour résoudre 
une fraction rationnelle algébrique en 
fractions simples. 

339* ^^ ™"® fraetion rationnelle qoelGonqae ^ 
dont le dénominateur peut se décomposer en fac- 
teurs simples de la forme m+nx^ représtotoos-la 

P 
par — ^PetQ étatit deé foncti^tfs rattiontieUei 

é^x ifeisoDs Q= {n^'^n x) S f m'^^n X ét^nt iiii 
facteur simple du dénominateur, et (91e produit de 

' tous les autres facteurs du dénotsindteur^ 

1 On pourra supposer • 

Q m-hnx S ^ '^^ 

el mettant pour Q sa yaleur (/n+zs x)S^ on a 

d^où on tire en réduisant les deux fractions aa même 
dénominateur y 

m+nx 

mais/î est une fonction rationnelle et entière, donc 
P — ^S doit être divisible par /7î+/ijrid'oii il 
iuit que ^i en fait 

m-^-nxrz^zQ ^ 
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on iîoît avoir . ' 

P 

et par conséquent u4 est égal à ce que devient — , 

. S 

lorsqu'on fait a; = ;maispuisque^s=: — -^ — , 

en mettant cette vtilear d© S dans la valeur de uif, 
on aura ^ égal a ce que devient — . ■■ , lors- 

qu'on fait 

or dans cette hypothèse le numérateur P.(m+nx) 
et le dénominateur de la fraetîen deviennent zéra 
l'un et l'autre ; la valeur de ^ se présente donc sou» 

la forme indéterminée - a en nura dqnc recours a 

o 
la méthode précédente , et l'an trouvera 

^_ {m+nx)dP'^n^dx nPdx 
~ dQ ~ dQ ' 

à cause de la supposîtîori dç ni-^n i: = o.' 
Exern^le. Soit propbsée là traction ] 

^ f Ai iil \ -^ . ^ ■ C V 
pour déterminer y^j on a 






donc u5?i=ï 



et faisant jt = o ^ on a 

a 
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pour déterminer 5 , on a le facteur 

a4-A: = o, 
par conséquent 

et en faisant :c = — a^ on a 

' Pour connoître C^ on à 

a*— j;==o, 
donc 

: i^ = a., 7i = — i| et C: 

et en faisant x ■ 



— a 



a*— 5**' 



340. On déterminera ^dle cette manière les nu» 
mérateurs de toutes les.fractipns simples a^antpour 
dénominateur un des facteurs simples qui entrent 
dans la valeur de Q jamais si outre ces, facteurs sim- 
ples le dénominateur Q côntenoit des facteurs dou- 
bles ou multiples tels que (p-^çxy^ipoiiv déter- 
ïniner les numérateurs des fractions partielles ayant 
pour dénomiaateur ces facteurs multiples^ on fera. 

P _ M R 

M ' - 

quant à la fraction , on la mettra sous la 

lorme suivante : 
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\A B C ^ 

D K 

^^ B^ C,D.mjR[ étant des coefficîens constans : pour 
se convaincre de là possibilité de cette detnière 
transformation ^ il suffit de considérer que la plus 
grande puissance de x dans le dénominateur de la 

fraction ; -, étant r son numérateur Jlf peut 

avoir la forme 

on aura donc l'équation 

{p'+g^y ^^ 

réduisant aa même dénominateur^ on a . , 

a-hbx+cx^+dx^^'** 'Ix^"^ 
=:^+B{p+qx)-^C(p+qxy+D{p+qxy+..K(p+qxy-'; 

si on développe tous ces binômes y et qu'on com- 
pare entr'eux les coejliciens des mêmes puissances 
de A^ dans les deuximembres'^ on aura autant d'é^ 
quations du premier degré que de coefficiens 
indéterminé^ ; on pourra donc déterminer >d^,J7y 

C* D^..K. de manière que la fraction ; — r; 

; ^ (p+ç»y 

puisse se développer sous la forme 

^ " B C K 

\p + qxy^{p + qxy-\'^{p + qxr'^'''p + qx' 
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Reprenoni( l'éqaation 



V- 



M R 



X? ip+9'Y «y 



ou 



K ^R 

mettant à la place de Q sa valeur ip + çxy.Si 
et réduisant toutes les fractions au même d^omi<» 
Dateur , p\ï aura 

f ^ 4- 5(p + ^ af)+ CC/> +f 4? )• |- 

1 ip-hçxy y 

-Sestune.fonctFon rationnelle et entière de x^ 
le numérateur de la firaction doit donc être un mul- 
tiple du dénominateur^ et si Ton fait/> + 9^==o, 
on pourra le considérer comme une équation qtxi a 
un nombre r de racines égales : ainsi ee numéra- 
teilr et ces différentielles successives jusqu'à celle 
de f ordre f — t seront zi?ro , dans rhypothèse de 
p + fXs:sio {55i) y ce qui donnera autant d*éqiia-> 
tîons que de coefficiens AyB^C^D* ..K k déter- 
Bolkieii ea donnant au numératear la formé suivante: 

p 

' {p^q»)S{p^qx)^Cip+qxY+.^ 



*feV 



"^K{p + qxy^}^<>i 

le facteur S ne contenant pas p '^^ q x y'A est vI-« 
sible qu'il ne faudra différentier que le polynonia 
renfertné dans la grande parenthèse j^ et faic© 
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« = — -après les dliFérentiations successives : on 

. ? 
aura ainsi les équations suivantes : 



S 
P 



— — ui~Ot 






Il sera peut-être plus coimmode.dedifférent)«r le 
numérateur de l'expression de R sous la' forme où 
il se préàente d'abord, ce qui donne, en suppri- 
mant les termes affeo|és de p + ^at, les équations 

dP—AdSz=BSqdx — Oi 
d^P—^d^^-~âBqdSdX'^&CSq*dit*iseo, 

d^P—^tPS. . = o. 

Éxéikplê. Soit - - _: 

P x'+y' + a . 

On déterminera M par la formule - , dans la- 

quelle on fera n =;= i , cl ar si= o : 
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ce qui donne . . 

P = 3,dQ=i,et Jkf=a 

poar détermmer i^ et ^ , on a 

Le facteur p + ç x =^o donne ir = i • • • • donc 
>if ==: 1 : on aura B parTéquation 

3 
ce qui donne J3 = . Les valeurs de CetD se— 

ront données par les mêmes équations y en obser— 

"vant'de .£aîrep.=; i , gr =.i,eta?=--^ i , ce qui 

. ' ' JP ' 1 5 

dotmerà — , ou C = — -• . . et J9 == —- - : réur 

nissant toutes ces fractions , on aura 
,ou- 



Q' x{x — iy.{x+iy' 

_ 2 1 5 1 



ar (x— i)* 4(x— i) a(ar+i)* 4Cx+i> 

= f jfdfL _ JPî+7) (^^g«. ..8). 
ar4(ar — i )* 4(a? + i)*^ *=^ 

341 • Si la fraction proposée a au dénominateur 
des facteurs doubles réels qui ne puissent être dé- 
composés qu'en facteurs simples imaginaires; on 
décomposera la fraction proposée en. fractions 

simples de la forme — , et Ton détermi- 
ne* + p a? + y 

nera les coeiBciens -^ , J5 , par une méthode ana- 
logue à la précédente ^ ou si ou aime mieux intro- 
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duîre dans le calcul les facteurs simples imaginaires, 
ou déterminer le$ numérateurs^ comme dans 
Texemple suivant : 

Soit la fraction — ; — '-^ , qu'il s'agit de décom- 

ct^+X^ ^ ?, .;. 

poser en fractions iimples># • Le$ facteurs doubles 
dea*+a;*,spnt 

a* — <jix i^ 2+ x^eta^-^ax^h'^ x^. 

Ceux-ci peuvent se réduire en facteurs simples 
imaginaires; savoir: ^ • .* 

••^ '' '. c: .. ^ 

qu'on peut mettre sous une' forme p|qs sim'pTé^ 
savoir } 

en taisant -j:; =ip:=zq^. 

«•'*-. K -fi ^ .. 

Le second facteur double 

-, OU —r—. =a coffr. . î ^i ô* -«7*? = «in f : 

on aura " . i — V - . . : , ■> 

y/p*+ y»» a et f » 15 ' ; 
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oo pourra donc écrirje 

a* 4-^ X — a(coSr^+K — isîrif) 

.+■; -g _ 

c •.■-.;• ■■ 

* -V «( c#s f + K — 1 sm ^ ) 

Pour 4étemiiiier jfy B, C, i^, -on aura reooors'fr la 
focmule - ^ (559 )^ dans laquelle 

- , P=.«i^-4^. 

Ainsi pour avoir ^ , on fera > 

ic = a ( cos f + K — Hi >'sîn ^ ), 
et par conséquent ' " '*' ^ ' ' 

a;'= a' ( c^ S> + V^ «înî^ ) (109) : 
on.attra4onc^ ; ^ . ^ : • / •; r "^ 

1 r. , ' ■ / ' 



^i= 



en multipliant les deux termes de la fraction' « par 
on aura ^ ^^ * s: 
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En se servant de la même formule , " et 

.iQjBttaot successivement les valeurs de x tirées des 
dénominatencs-de chaqv^e fmatkm simple ^ égalée 
a zéro^ on trauvera 



{ cps Î5 ^ + 1/— I . sîn f ) 



B«r+ ^ ,_ 



C. — -^ ■ ' ' ' , — s "^—^ • • 

: __^ (rO.Os5(^~A<^'^tt?m»5'0 



puisqu'on a ^ =^ 45^j*^)> paiera i^5*. . . cos 5 
donc - -• i% 



Vf :'-•/{;-• '^" îj M'»-'»; 



Tédui^ant les 4e^^c;4>ce]i)pifa'^s Iraotiao^ ^mplcis «w 
;mème_4énotninat^i|r,.^^ la. {raotiao 

partielle /: ; , . > 

' . J a K 2 — * 

les deux autres iractipns simples réduites en une 
seule j^>Jonneront'- ^'^s-^^'J^ 

la^/^-^x 
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Si Ton veut éviter les facteurs imaginaires , on dé-* 

composera le dénominateur de la fraction 

> en facteoes doubles réels , et Ton aura 

I ^dx^-B Cx + D 

a* + X* a*i— aa:|/a+ar* a* ^r axy/^ + a; a* 

Soit en général ;;r- — ----* ^-7^ — H— : en redm- 

sant tous les termes du second membre au même 
dénominateur^ et<K>mparant les numérateurs , on a 

^r^, « , " — Tv ' ' • 

/{ étant une fonction entière et rationnelle de x , 
P — S ( J/« + 1? ) doit -être divisible par 

a^' + par + gr: 

donc P-^S^^x jf jB^/égaleta >éro^ Jars- 
qu'on fera 4r*+ /> « + y'ric o.: spiçnf les deux ra- 
cines imaginaires de Téquation 

:t*4-p:ap'f' ^ = o , a + A K î;7- i , et a — 'b K -^ 1 :' 

en les substituant successivement dans,P et ^^ on 
'é/ùn deux équàiions pàrtîciûilîère» , au moyen' des^ 
- q uelles on déterminera A è^ B- riainsi dans î'eièmfple 

ci-dessus, on a . '* • ' 

et x = a{ _--^U.\. :t: ,0 , -^ 

ce. qui dbmîfjr^.pour ^» lep d^ux valeurs suivantes : 
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et l'équation P — S{A x •{' B)^=^o fournira les 
deux suivantes : 

4 a^^ V^ 



I 



V 



a 



— 2a'JB(i + /--i)i=o, 



1 + 7=; 3a»5(i — K — i) = o; 

d'où on tire 






partant 

al — axV% +x* aa^v/5î(a* — aa?j/3+a:*)' 

comme on Ta déjà trouvé j on détermineroit par la 
même méthode les deux coefficients indéterminés 

de la seconde fraction -7= > et Ton 

trouvera 

Xj =2 """"^t • • • • • ./Z î 



1 1 



Ainsi 



{.-^ 



a K 3 — « a V ^+ X 



:^=^T— »>• 



342. Si le facteur ^*+ p a? + y qui multiplie le 
^^ dénominateur de la fraction proposée étoit élevé à 

i' une puissance n / on feroit 

IV. P 
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P ^x + B Cx + D 



+ • • • "T: T" + "TT-* 



On déterminera les coeffidents A ^B^CyD.. .ea 
rédaisant tontes les firactions partielles au même 
dénomipateaf ^ copm^ daos le n% {^nIo) » on pren- 
dra ensuite les n — i cGfférèntieUes snocessives du 
numérateur , et l'on aura ainsi n équation. Ces n 
équations combinées , chacune avec les deux va* 
leurs de x provenues d^ Téquatioa x^+px-^q=o , 
fourniront â7» équations pcutîculièces, cW-à-dira 
un nombre égal à celui des coefficients indéter- 
minés. Nous n'entrerons pas ici dans le détail du 
calculqui nous. mèneroit trop loin} nous pensons 
* que lefii^ applications que nous venons de faire du 
calcul différentiel , à plusieurs questions d'analyse^ 
* * suffisent pour prouver: quV>n peut se servir avan-- 
< tageusemént de ce* dernier pour simplifier les cal- 
culs algébriques. 
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CALCUL INTÉGRAL. 



343--H E Calcul Intégral est par rapport au Calcul 
DifFérentîel,'ce que le Calcul inverse des Diffé- 
rences est à I^^éthodè directe ; c*ést-â-dire qu'il 
consiste à trouver là quantité finie dont une quan- 
tité infiniment petite' dbtinée est la dîiBPérentiellè : 
on sait ^ par exemple, que la différentielle dé ;t"^ 
est mx'^'^^dx ^ rèmonteir de ce^éë expression dif- 
férentielle ^ l'expression finîè i:", est un probléitie 
de Calcul Intégral : To^ération pdr laquelle ba 
passe de l'expression différeâtieUe àTexprcî 



passe, de 1 expression dittérentieile a 1 expressrt>ii 




gralé d'aune différefttièlle dbùnée. Ainsi dans Vexeta^ 
pie ci-dessus mx^^^^dx est une expression diffé- 
rentielle; a;"* en est Tintégralè , et passer de la pre- 
mière expression à la seconde ^Vest avoir intégré 
la preiiiîère. • ' • \ 

L'intégrale d'une quantité différentielle est en 
quelque sorte une soïnme ou une addition de 
quantités infiniment petites , parce que dx étant , 
suivant les idées de Leïbnffz , la différence qui 
existe entre x+dx etx, on peut regarder la va- 
riablelpr comme la somme d'un nombre infini d'ac* 
croissemens qu'elle à reçus depuis son origine jus- 
qu'au point où on la considère. 

344. On emploie ordfnairement le vsignerfpour 
marquer une dilFérentielle', on emploiera le sigfte f 
pour marquer une sompie ou une intégrale ; ainsi 
pn écrira 

Ô a 



SIS 
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f.mx''-'dx = x''. 


coma 


Le dans le calcul différentiel on écrit 




rf.*"= m *""*£?*: 



d*où îl suit que ces deux signes y*, et d^ lorsqu'ils 
précèdent une même fonction , désignent aeux 
opérations qui se détruisent mutuellement , comme 
la multiplication et la division ^ Texaltation et i'ex- 
traction ; en sorte que f. d. *"" = a?"*, et d.Jx'^d^», 
t^zx'^dx. 

3 4 5 . On a vu (sg 1 ) qu'on peut substituer au cal- 
cul différentiel la méthode des limites; le calcul 
intégral sera donc pour lors la méthode inverse 
des limites j c'est-à-dire qu'il donne les moyens de 
remonter^ lorsque cela se peut^ de la limite au 
dernier rapport qu'ont entr'elles les différences 
finies de deux quantités variables , au rapport même 
de ces deux quantités. Soit pan^xemple l'équatida 

\ — =c:2ax+aAx. 

/!kX 

dont le second membre exprime la valeur du rap-^ 

port — ; la limite de ce rapport est 

àx 

^y 

dx 

et remonter de cette limite à l'équation^ = ûtjc* 
est une opération de la «méthode inverse des limi- 
tes. On remarquera facilement que l'équatioa 

dy • 

-r- = 2 aa: est la même que celle-ci 

dx 

dyz=: Qax dx} 
et le calcul intégral donne directement 
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y. dy^=f. aaxdxy ou y =r a x* r 

donc les résultats de la méthode inverse des lîmîtes 
sont les mêmes que ceux du calcul intégrah 

34^* On peut aussi considérer le calcul intégral 
comme l'analyse inverse des fonctions ; c'est-à- 
dire comme un moyen de remonter des fonctions 
ou des équations dérivées , à celles qui les ont pro*- 
duîtes , et qu'on nomme primitives (90) j. mais sous 
quelque pomt de vue qu'on l'envisage , les règles 
d'intégration seront toujours les mêmes. 

Le Calcul Intégral a deux parties ; l'intégratioa 
des quantités différentielles qui n'ont qu'une varia-^ 
ble , et l'intégration des différentielles qui renfer- 
ment plusieurs variables : nous donnerons les mé- 
thodes d'intégration de ces deux parties dans les 
deux chapitres suivans. 



CHAPITRE P R E M I E R. 

De intégration des quantités différentielles 
qui n^ont qu^iine variable. 

347. Le Calcul Intégra! étant Tinverse du Cal- 
cul Différentiel^ il est visible que dans l'intégration 
d'une expression différeniielte il faudra suivre des 
règles opposées à celles de la différentiation : or onr 
sdt que pour avoir la différentielle de x"^, il faut 
multiplier ce terme par l'exposant de la variable » 
diminuer ensuite l'exposant d'ime unité^ et multi- 
plier encore par dx ; en sorte que 

d.x"' = mx'"^'dx(5i77): 

donc pour avoir Tiotégrale de mx^^^^dx il faudra 

O 5 
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augmenter Texposant de la variable d'une unité i 
diviser ensuite par cet exposant ainsi augmenté et 
par la difTérentielle de la variable 3 ainsi 

c*est dans cette règle bien simple que consiste 
rintégration des quantités différentielles monômes 
qui n'ont qù^une variable. 

Soit la fonction différentielle jc" dx , dont on de- 
mande rinté^rale : en suivant la règle prescrite on 
augmentera I exposant n d'une unité, on auta 71-f-i; 
on divisera le terme différentiel par Texpôssiiit ains! 
augmenté et par dx jet Ton aura goùr intégrale 



^.+. 



en différentî^nt^çette dernière fonçtibii^ 95J^Ç?E9J?- 
vera l'expression différentielle d*où on est parti : 



rc«+* 



donc f.x^dx=^ 

714- I , 

Si la différentielle x'^dx etôjt muttiplîée pat une 
constante Jt , l'intégrale sèroit multipliée par la 
même constante ; c'est-à-dire que 

f.^ x"" dx^^^f.x"^ dx:=^ } 

7Î+ 1 

car en. différentiant de nouveau 



^x 



.11+1 



on trouve 

"uio^dx^ 

en sorte qu'on peut inùltiplier ou diviser à volonté 
les expressions différentielles par des constantes ^ 
«ans que cela influe sur les règles d'intégration. 



V 



\ 
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Nous ferons ici une remar^Rnalbgue à celle 
qui a été faite dans la méthode inverse des diffé- 
Tences(265). 

La différentielle de dr^^plus une constante K est la 
même que celle de x'* : donc réciproquement ^ Vin- 
tégrale denx"^^ dx est a?" augmenté d'une cons- 
tante^ qui se détermine ensuite dans chaque cas 
particulier par les Conditions du problème. Ces' 
conditions se réduisent ordinairement à fa^'re en' 
sbrte que â? étant' égalée à dn'^ë valeur détérïûtnée 
a , rintégrale se'rédûis^'à ^x&è qiiantité connue h ; 
ainsi dans l'exemphp ci-dessus ^-^pouf '^conserver à 
Pintégrale toute sa généralité, on écrira 

Tî-f-l 

JK.étant la constante arbitraire qu'il faut toujours 
ajouter apirèsrînté^ratioh.'^ • j i .j * . .. 

348^Toutefonctronc5fferentîelle qui n'a qu'une 
variable, est contenue dans la fprmule général e» 
3L cfii?., X étant une fonction quelconque de x et- 
de conistantes , entière ou fractionnaire , ratfo- 
nelle oq irrationnièlle /algébrique dii transcen- 
dante ; rititégraliondës' fonctions différentielles qui 
n'ont qu^ûne variable ^ consiste donc à trouver la 
valeur dey*. -yrfa? 5 mais cette expression n'étant 
pas généralement intégrable y dU- moins par les 
règles èonnues , onr i$e: . peut Pintégrer que pour 
certaines formes déterminées. Nous, allons exposer 
ici ce qu'on connoît de plus important sur cette 
brailcWdU' Calbtil Intém*al ^ à hiquelle on a donné 
}e liom 4^ Méthode des. quadratures^ parce que 
la quadrature des courbes géométriques dépend 
de la connoissanbedey^^</jir^ooinme^n le verra dans 
\%s applications (368) /pbut: ï)résenter avec ordre 
les différons cas d'intégrabilité de/VX^^j^r^nêus 
eu ferons le sujet d^autwt de problêmes. - ' 

. 4 
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Problème premier. 
349* Etant donnée Téquation 

on propose de Tîntégrer ^ les ezposans /7z^ n^p^ &c» 
étant qaelconqaes. 

Solution.On aura^d'après la règle prescrlte(547), 

y = -- + — ; — + ...+K. 

m+l 72+1 />+! 

On sent bien qu'il n'est pas nécessatre de faire en- 
trer dans le calcul trois lettres différentes pour 
désigner les trois constantes arbitraires qu'on doit 
introduire par l'intégration 3 la seule lettre jSTsufSt 
pour les désigner toutes les trois. 

Pour déterminer la valeur de IT, supposons que 
lorsque x = a , y = o ; cette condition particu- 
lière sera remplie par l'équation ' 

^a"+* BàT-^' CaT^' ^ 

— - — + -— ~+ +25: =o, - 

m-f-i J7+I p+i 

ce qui donne 

^ "Aa^^' BaT-^' Ca^' ^ 

m+i n+x p+i 

et par conséquent 

Les constantes ajoutées par l'intégration ont ici 
une forme semblable à celle de la fonction mté-^ 



+ c(- 
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grée ; et comme ces constantes sont par leur na- 
ture indéterminées, rien n'empêche de lenr donner 
toujours une forme analogue à celle du terme in- 
tégré ; cette forme d'ailleurs est justifiée par la loi 
des homogènes. 

350. Remarque. Si quelqu'un des ezposans 
m^n^p... Texposant m ,*par exemple , devenoic 

— 1 , alors l'intégrale correspondante de- 

-viendroit 



-iHhi 



et. la règle générale d'intégration sembleroit être 
en défaut pour ce cas particulier 3 mais on remar- 
quera que ^jc""' rf a: =^ — : or l'intégrale do 

— =z= log X , parce que df.log a; = -1 j donc lors-^ 

X X 

qife l'expiant iw est — 1 , l'intégrale de ce terme 
est donnée par les logai^ithmes : ainsi 

J.ui(xr'dx=A\Q^x^K. 

Supposons que lorsque x = a l'intégrale de ce 
terme doive être zéro , on aura 

^loga+j8r=o, 
et par conséquent - 

X = — wi/loga; 
donc 

X 

JA x^^d :p = i// ( log a? — log a ) = ^ log - . . . • 

c'est à-peù-près ainsi que ce cas particulier qui 
semble faire exception à la règle générale est 
intégré dans presque tous lés livres élémentaires. 
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Bossât a fait voir de la manière saivante qne Pu 
tégrale 4a terme A x*dx , lorsque mz=z — i, est 
renfennée .da^s Tintégrale générale 

Développons. en.sérîe les deux termes ***', a"**"" 5 
on aura selon ce qui a été dit (107) , 

:c**" = 1 +m+ 1 log Jf 



,, (m+iïog^y , (/»+ilog^y 
+ l ^ "^ 573 



a'**" = 1 +/rt 4- 1 log a 



^TT — 5;: n ' + r^. TT" • • •• 

a a.o • • ^ * 

dopo — . ■ , 

==u^{log«-rfoga+/7»4-i(logJF*^— Io^'a*)-4-...} 

La loi du développeoient de ces quantités expo- 
nentielles est indépendante de la Valeur de m ; 
donc elle aur^ li^u lorsque i7t == — 1 ; i^ais dans 
cette hypothèse la çépie du dévelpppemç^nt se ré« 
duit aux deux premiers termes 

:^ (log * — log a ) =u^ log -i 

donc Tîntégrale de^x^^dx est renfermée dans 
rintégrale générale , comme celle de tout autre cas 
particulier. 

On peut conclure de ce qui précède , que toute 
fonction différentielle algébrique Composée de mo- 
nômes ayant djes.coefficiens et des eyposans quet- 
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conques , est généralement intégrable ^ et que son 
intégrale ne contiendra que'des expt-essions algébri- 
ques ou des logarithmes. 

Ex^fnples. On propose d'intégrer Téquation 

dy^5x dx+^ dx\/x — —^ 

r .» ^^ .xdx 
+ 5 x^d^ V^"^%~i~* • • • 

On commèdderà pat mettre tous les^ radicaux sour 
la forme d'ekposans fraOtibnuaires ' 

dy=Z xdx'^^:j^dx'^^3r^d7C^hx^dx+ f d?éx\ 
exv intégrant chaque terme séparément ^ on aura 

ce qu*on vérifiera facilement par la difFérentiadon. 
Problème second. 

351. Etant donnée Téquatio^ 

dy = x!^dx{a+bxyj 

dans laquelle p est un nombre entier pdsitif, on en 
demande l'intégrale. 

Solution. Pcmsquèp est un notnbre entier positif, 
en développant le bmome {a^bsif'Y ^ On aura, un 
nombre /i 4-1 de termes, on multipliera chaque 
tenne par m'^dx , et Ton n'aura plus que des mo- 
nômes à intégrer. 

Exemple. On propose d'intégrer l'équation - 

d.y^Jdx{a^bx^)\ 
t)h aura 

^ il £• 

dy = û* x^ dx+ 2abx^ c?x+î* x ^ dx* 
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donc 

Si on a à intégrer l'équation 

les exposans^^ r^s étant quelconques, eip étant 
toujours un nombre entier positif , le problèmes 
n'aura pas plus de difficulté que le précédent ; on» 
commencera par développer le trinôme ou le po- 
lynôme en une suite de termes dont le nombre sera 
fini i on multipliera chaque terme par x"^ dx y et 
Ton intégrera. ^ » 

Lorsque p n'e$t pas un nombre entier positif , la 
fonction x'^dx{a+6x*y ne peut pas se réduira 
généralement à un nombre fini de termes ; et Von 
ne peut l'intégrer par les règles déjà prescrites 
que lorsqu'il existe entre les exposans m^n^p^ 
certaines relations que nous allons déterminer. 

Problème troisième. 

352. Soit l'équation 

dy = x'^dx{a^bx''y, 

dans laquelle jp n'est pas un nombre entier positif , 
on demande la relation qui doit exister entra 
m,n,p, ponrque l'intégration dépende dupro^ 
blême précédent. 
SolidioTi. i^. Si l'on a 

en mnltîpliant et divisant le second membre d^ 
l'équation par^/z^ on a 
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dy = (a+ô *")' 5 

on 

et désignant a+ 6 x"" par X, on a 

X'dX 



done i/^ = " 



bn ^ 



expression qui est sous la forme d'un monôme^ dont^ 
l'intégrale sera 

et rémettant à la place de X sa valeur ^ on aura 

y = — ~ +k A.. 

2''. De Té^uation a + ô ;r" = JIT , on tire 






-=(^7 



et en différentiant 

on V o / 

mettant cette valear à la place dex" dx ,et X'k 
la place de (a+b x")' , on a 

cette équation aura un nombre fini, de termes si 
^^— ^est un Qombrie entier positif ^ ^ue nous^dési^; 
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gnerons par i. Dans cette hypothèse on a 

m+i =în; 

donc hi fonction x^ds(a+b:i^y poorra sWe* 
grer par les méthodes précédentes lorsque Texpo- 
sant de la Tariable hors du binôme , augmenté 
d'une muté , sera un multiple de l'exposant de la 
même variable dans le binôme. 

3"*. Si on divise les deux termes du bmome par a^^ 
et ou'on multiplie le fisicteur hors du binôme par 
jr*^^ la fonction proposée prendra la forme suivante, 

xr^'dxib+ax-^yi 

or nous venons de voir que lorsque l'exposant de la 

variable hors da binôme augmenté d'une unité ^st 

un multiple de l'exposant de la variable dans le "^ 

binôme , la fonction se ramène à un nombre fini de 

monômes j donc on pourra encore Vy ramener lors- 

, m+np+i 
que i?i4-/ip+i =— *n>ou lorsque — ■ — 

sera un nombre entier, positif. 

Il suit des numéros premier , second et troisième 
de ce problème y qu'on peut intégrer, algébrique* 
ment les différentielles suivantes : 



Exemple premienSoit l'éqqation 

" dy:=siA 7^ dx]/a^M «^i^ 
on a ici 
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et par conséquent 

m=^n — I : 
donc 

Exemple second. Soit Téquation 

djr = ^x^ dxV'a+bx*. 
on a ici 

m+i , 
on aara donc ( deuxième cas) 






•' ^ > = ;^(5^-5a)x/Ar»+J5: 



Exemple troisième. Soit l'éqaadon 

'd X 

on a ICI 

m 4- np 4- I 

d'où en faisant i + à « "' = ^ on aura ( 5* cas ) 
<^J' = ^^^~^rfjr<X- I) 

sâ= -.' 
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et eo intégrant 

et remettant à la place de X sa valeur , on a 

I 

Concluons des deux problêmes précédens quQ 
toute différentielle binôme, représentée par la 
formule x'^d:g ( a + ôa:' ) p est intégrable algébri- 
quement , 1*". toutes les fois que m=n — i , quelles 
que soient d'ailleurs les valeurs dep ; 2^ toutes les 
fois que p est un nombre entier positif, quels que 

soient m et ni 3*. toutes les fois que sera un 

* n 

nombre entier positif, quel que soit p , 4®. toutes 

• g,. ni'hnp + i . .p 

les lois que sera un entier positii. . . 

Passons à l'intégration de la fonction Xdx , lorsque 
X est une fonction rationnelle. 

Intégration desjractions différentielles 
rationnelles. 

353- Oo entend par fraction différentielle ra- 
tionnelle , toute fraction comme 

dans laquelle le numérateur et le dénominateur 
sont chacun une suite finie de monômes : les expo- 
ïfans m etn étant des nombres entiers positifs. Si m 
est plus grand que /z, on divisera le numérateur 

pafi: 



DE MATHÉMATIQUES. 225 

parle dénominateur jusqu^à ce qu'on soît parvenu 
à un reste dont Texposant ioit moindre que /z : de 
cette manière on aura 

[x'' -h -^'at-' + Bx""^... + r j * 

= ^x"-" dx + ÔJc"-"-' dx + ca;"7«-*Jar. . 

^ U» + ^v-^ 4- 5V-- + . . . . r] 

On vient de voir comment on intégre les mo- 
nômes udix"^^"" dx . - *etc. Tout se réduit donc à 
intégrer la partie fractionnaire , que nous^Feprésen- 

Pdx > 
teronspar . . ^ 

Soit pâi' exemple , . ; ' 

x^dx 



1— i«?* 



on aura en divisant^ 

, ^ 1 xdx 

dont la dernière partie est I^ seule fractionnaire ; 
c'est celle que nous désignons par — -— . 

.^. Piobléme quairièrne. 
3 54* On propose d'intégrer Téquatlon 

Solution. On a vtl que tout polynôme de la 
IV. P 
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forme x^ + -^'x^"' + ^'*""* + ••..+ Rx + T" , 
peut être considère comme le produit d*un nombre 
nde facteurs simples , réels , ou imaginaires i parmi 
ces facteurs simples , il peut s'en trouver pmsîeura 
égaux y soit parmi le^ réels ^ soit parmi les imagi- 
naires y en sorte que Q peut se mettre sous la 
forme 

on mettra donc la fraction -yr- sôos lu forme sui- 
vante: 
Mdx Ndx ITdx iTdx 

i±i+ ••• *** {x±j>Y^ {x=tby^''^ixzàzb) 

N^'^dx Mdx 



xztib x+pds=qi/ ^ 



"i" • • • ( 



Sdx , STdx, 



(x+r:±^s^Z::iy (x+rztz^i/ZTiy^' 

S'^dx 

+ 7 — r — ZH — 7=^— + • • •&c* • •(34a> 
(^x+rdtzay j )'^* ^ 

Les coefficiens 

j3z, • • • N y N 9 iy . • • R. • • S y S^y S^ • • m 

étant des constantes qu'on déterminera , soit par 
la méthode des coeffîciens indéterminés ( algéb» 
1223) y soit par la calcul différentiel (SSg). 
Si Von ÎQitxdza=:ZyOn aura 

dx:=idz} 
don» . . 

/Mdx Mdz 
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en mettant si à la place de xdtz b , 6b aoèà 

' Ndx Ndz 





\»^bY. ^z^ 


ta • 

V 


Sî IV)p Fait AT + p =t V ^— 1 


= ^">,-.-, . 


on aura 


Rdx 

'■ • ■■■ 1. : 


ïLâz'^ 

■z" 


et sI^Fon 


fait 




' " "• : 


: jr + rsÉsi V — »•. 


^^'S./" 


on fium . 


êdx 


Sdz'^'- 



' \ 



^fff 



amsi Pmtégrâtron de Téquation 

.^^= [ r.4->I>.-»+^'.--»+::.,.:.r r- 

est réduite à celle des monomeà de <\éi^{otiàé èvtf- 
vante: . _. •> . 

i",/ ^ = Jf log. x; + A ■•• 

^ y,f.^=lilog.z''+K>" :■::•;:•; 

P a 
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z 

s t 



On fera disparoître les imàginàrres introdoîtes dàn» 
le calcul par l'intégration des fractions 
Rdx 

ei substituant des arcs de cercle réels aux loga- 
rithmes des- facteurs imagina ires (ii Q : soit pour 
cela X + j? == « > et ensuite V'z'-fs'*= '"/«' l'°° 
aura ^__- 

+p±sry^) =log. rlog. (;^?L_i ). 

Soit f l'angle dont le cosinus ?= ^, et «lont lo 

sînusest— , on a ^ , , ,;, 

r • 

.^j-g »/31=cosp=fcV^^.sin?=.e«='»^'(iu): 

r r ..,:;■■■..•-■-'.■■ 

donc , ^ . y 

log. (af+ptby V— x=îiog;7^p y— t. 

Le coefficient R déterminé .4'aprfe la méthode 
du n°. (339) , sera de la Ibrm è 

de — /— — ^'' - 

et à cause du double signe , on aura deu?ç valeur, 
pour iîi la première ^_^ 
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aura lieu pour la fraction 

Rdx 





*+/' + ?/— 1* 


La seconde 






^çV — i + S 




^qV—l 


aéra employée 


pour la fraction , 




Rdx 



ainsi les deux intégrales réunies donneront 

B a? + p* 

=p — arc cos r ■ 

expression débarrassée d'imaginaire. 
Quant aux termes de la forme 



on trouvera ^ .i^ que le coefficient S est de la 
forme ^'± 5' V^ — i , 2*. qu'en faisant 

jp + r = z,z* + r*=a',- = co8f,et- = 8m^, 

a ; a 

le dénonainateur ( a? + r db ^ V^r-i )''""' 3 deviendra 

a"*"* ( cos n — 1 . ^ ± V^ — 1 sîn n — 1 ^ ) (1 15) : 

P 3 
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' les deux fractions réanies 

1 — n Va"~'(cp8 9-^1 f ^ V — i.sin n — i p)' 

-^-^'^-7 _' ■ _ \ 

I — n \a\ '(cosïiir^ f -r V^ — 1 sin./ï — i (py 

donneront, en les xâduisant au même dénomî* 
nateur, 

5t ^. cos n—i . p + 7 B. sîn n—ï ip 

: ( 1-.») a"-' 

^ Exemples. Proposons-nous d'intégrer les fonc- 
tions di%ç}j|içIl«#swiv9iHe5? - \ 

On représenter^ cette fraction par--^, et Von fera 

On a vu (34o)'quQ 
donc 

et ' . ■ V , , 
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±t : 

le dénomlnateuf de cette fraction peut se mettre 
sous la forme suivante ; 

x'{x+i) (*•— 1 )(:!:•+ 1). 
Les deux derniers facteurs se décomposent en 

on aura donc 

Pdx Adx Bdx Cdx Ddx Fdx 

•=— r- + — r- + — + + 



Q x^ X* X X — I (»+i)' 

Gdx Hdx Ldx 



pour trouver le» trois eo#ffiftic^$ uây B, C, on fera 

usage des trois équations 

P — u4S = o... dP — ^ds^BSdxz=:^o ...: 
d^P—Ad^S^5iBdSdx — 2G9rfar*=o. • . (54o) } 

en observant que dans ce cas particulier 

P=i, et*y=a?^4-a?*— X— 1} * 
En faisant « = o ^ on a ^ pour la première équation 

par la seconde , 
par la troistème , 

2 + 2C=O.OU Csai — 1} 

' P 4 
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ainsi les trois premières fractions seront 

dx dx dx 

""" — -[- -— - . 

Pdx 
On déterminera D par la formule -— -- , dans îa- 

• d\£ 

quelle on fera rc == i , et Ton aura 

7,^ l 1 

ainsi la quatrième fraction sera 

dx 

Les cinquième et sixième coefficiens seront donnés 
par les équations déjà employées 

P — FS = o...dP—FdS^GSdx^o^ 

dans lesquelles 

S^bc^' — x^ +x*— ^%fet*= — I, 
on aura donc 

La cinquième et la sixième fraction sera donc 

dx " qdx 
et ^ 



4(07+ i)î 8(a;— ly 
Enfin les septième et huitième èoefficîens H, L , 

se détermineront par la forùiulé rrr.dans la- 

dQ^ 

quelle on fera ^ "^ 

4; = =^:^/— 1, . 
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on aara 

^=—8 :"^== 8 '' 

les deux dernièi^çs fractions seront donc 

(x +V/^) ' dx (i— V/— dx 



8 ar+V~i' 8 a^—^/ZI^* 

réunissant toutes ces fractions , et intégrant , on a 
dx 1 1 1 i 



x'^+x'' — 'x^ — x^ : 2x^ X 4^+1 
— log..T + ilog.(x— i) + |log.(a?^i) 

8 *^S- (^+ i^~i) — 8 

log{x^V—i) + K. 

La réunion de tous les termes algébriques pro- 
duira la fraction 

, 2 — *2x— 5a?* 



Ax^(i +x) ' 
celle>des logarithmes des quantités réelles donnera 

i(iog(*--i) + iog(iti)î 

les logarithmes dçs quantités imaginaires se rédui* 
sent à . / 

mais on sait que ' 



:+ 
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ou — arctang Jc (m) : 

on aura done^ toute réduction faite ^ 

dx _J3 — 2x — 5:t* 

•^ x^ + x'—x^—x^^4x''{i +1^ "^ 

8 '''S(,^^J + Ï^S — 4 arctaogx + K. 

dx 

5^ -7 T:on a vu (34i)^ que cette fraction 

peut se décomposer en les €uî ventes : 

m ué d x Bdx 
x-^a (cos p + i/^sin (p) x—a (cas ^— v/-^ |în ^ ) 
Cdx ' Ddx 

x+a{cosp + \/~xsmp] x+a(cos^ — \/ZZlsm<?) 
donc 

/ ^4X^4 ='^(}og(x—a)cosp+ v/ZT^rn ^)) 

+ jB log ( x*—a{ CQs ^ -* V^— '1 sîn ^) ) 

+ CJog(a? + a(caaf + i/^»«of)) 

+ Z)log(if + a(.cQS9— V/— ^sî«(p)) 

mettant à la place de u^^, 5 , C, 27, les valeurs 
trouvées* (34i), réunissant eatr^eux les logaritlraies 
multipliés par les çoefBciens réels ^ et ceux qiii sont 

multiplié3 par V^— i , on a ^ 

f xV^2+a 0? V^a— a) 
j arc tartg - — + arc tang ; > 
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on peqt aussi ^ à la place de ces deux arcs ^ substi* 
tuer pn arç unique , dont la tangente est 

ox\/ st. . , . . 

, ^ ( trigoqometne , note x 4), 






on a 



dx u4dx Bdx 

+ A., 7=a=-a + — '■ ' ^^u:- " 

(a;— v/_i)* A7— /_! 

En déterminant les coef&cîens par les méthodes 
ordinaires , o» tr^mva 

^=_i ...«=i^ ... c=- • ..D=-JE/= 

« > 4. 4 .4 

donc 



+ iarctangar + if^. 
. Î5 ?• Quelle que wt la fprme de la fonetîon ra- 
tioonelle Xfix , on pourra toujours la décomposer 
en différées terme» dç la fqfme 

m étant un nombre entier positif, eta+bx on 
facteur réel ou imaginaire du dénominateur de la 
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fonction, si elle est fractionnaire, et on voit par 
toQt ce qui précède , que l'intégrale complète de 
Xdx ne contiendra que des quantités algébriques, 
ou des logarithmes et des arcs.de cercle : la seule 
diflSculté consiste à décomposer le dénominateur 
en ses facteurs simples; mais cette décomposition 
est un problême de l'analyse ordinaire que nous 
avons suffisamment expliquée n^. ( i etsuivans). 

3 56., Si Ja fonction Xrfj? qu'il s'agît d'intégrer 
contient des radicaux au numérateur ou au déno- 
minateur , on cherchera- à la rendre rationnelle par 
des substitutions convenables : ona vu ( 352 ) , lei 
cas où l'on peut rendre ration:nelle la fonction 

p étant un nombre fractionnaire f mais cela ^n'esl 
pos^ble , en général , par les méthodes connues y 
que pour les radicaux de Ui forme Y aArbx-^-cx^ i 
comme cette branche du calcul intégral n'est 
guère avancée , et que d'ailleurs la méthode de 
rendre cationnelle une fonction radicale appartient 
à l'analyse indéterminée ; nous renvoyons , pour ce 
dernier problême, à l'algèbre J'Eûler , tome II , et 
pour C!5 qui regarde l'intégration de ces fonctions , 
au calcul intégral de Cousm et de tâfcroix. 

Lorsque la difFérentielle binôme et irrationnelle 

x"* dx {a -^^ bxy vl^ pas les conditions néces- 
saires, on ne peut la rendre rationnelle , mais dans 
ce cas , on cherche à ramener la différentielle pro- 
posée à quelqu'autre différentielle que l'on sache 
intégrer ; si cette réduction est possible , on y par- 
viendra par les méthodes exposées dans les deux 
problêmes suivans. 



Ï)E MATHÉMATIQUES. 2^7 

Problème cinquième. 

357. Soient les deux formules dîiFérentîelles 

p. p_ 

w'^dx{a+ 6a?")S et x'^àx {a -hbx'^y: 

m étant >> a , on demande qu^nd il Çi^ possible de 
faire dépendre Tintégrale de la première de Tinté- 
grale de la seconde. 

Solution. PrôpbSOûs-nouîs de diflférèntîer la for- 

mule , \^'(^f^^")* : • ; 

on aura 

rf • X" ( o * 0?")^* = r a? "^ rfor ( a +' i:«i»)V V 

+ t;^yiZ:X^;çr+«-»rfa?(^+ h X"" v 

q .■■♦.::-'. 

- ^' , e . . ■.-. .. 

=a r a;»^ * rfa? ( a +^ ^c" ) y 

h '■'- •--••' .' ''' Z 

et revenant de la différentielle à l'intégrale , on .a . 

_ qx' {a + bx''y^-—aqrfx'^'dx(a+ bx''f \ 
b {.Jip^ + n q •\- q r) 
Soit 7^+ n — 1 = m , ou r = /7î — tz + i. 
La formule deviendra, 

'+1 ' 

^ *(»/>+/»$' +.2) •' 
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en substituant dans cette formule ïïn—n à la place 
de /7i ^ on siura 

p p 

continuant à subsrituer successivement 
• m-^2n^m-^n,nf, — 47Z.i.../w — (/ — i)n 
à la place ae m dans la première; formule , on ra- 

mènera l'intégrale f.x^dx{ Ch^ bx*y k celle de 

Jl x""*^ dx{à + bx*y :i étant un nombre entier* 

Soît £ait m— £ /z = * : on en déduit = / i 

donc , pour c[u'H soit possible de ramener la pre- 
mière des deux intégrales désignées à la seconde , 

il faut que ^ soit un nombre entier positif. 

n . ^ . 

Si m est > ce, on chercHefa à ramener llntégrale 
• , p . - p 

/.x''dx(a+ 5:t^)^à celle de /^"rf*( tf -f- *^>% 
ce qui ne deOiande d'autre calcul que de substituer 
dans le précédent « à la ()fece de m^ et récipro- 
queni^nt l'équation de condition sera pour lors 

.• A— m -, ; 



n 

Supposons que m soit an nombre négatif^ en 
écrivant — m h la place de ;i^, on atrfà ^ 

b {np — iH q + q)fiX^ dx{ a + b x^ 

=qx^'^''^\a+àxy ^-aq{i-^m^n)J.x'^'^dx{a+bû^Y. 
Si on fait pla^ei" lé dernier terme du second mem- 
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bre dans le premier , et le terme du premier mem- 
bre dans le second , on aura 

faisons m + /i=s; m' , la formule devîendf«i 

aq{i — tn ) 

mettant successivement . > 

— m'+ n^ — m +271.^. — 7n'+ Zn^. .&c. 

à la place de — m dans la fonnule^récédente , on 

p 
ramènera Tintégral^ /* jp"'"' dx^a^bx'^y k celle 

de /^--^+"i^;r(a+ è^")% aprè^ avoir fait les 
substitutions et les intégrations indiquées, si en re- 
présente le coefficient du premier terme par ^dl , 
celui du second t^me par ^^ celui du troisième 
par C ^ et ainsi des autres j on aura les deux fbr- 
Hiules. suivantes ^ pour ramenei* l 'intégration d'iinej 
différentielle binôme, à celle d'une qiutpe diiFérea- 
tielle coDDue : 



^^î 



\ 9 ^"""""^' . _ ui,aq^{m^n+i)x--^'^\ 
[b(mg + np + ç) b(mq~n.g+ np^-q) 

b{ing — \z.ng '\' np + q) 
C* a g {m — 3 7z+i)i:' 



.*"«_— 3b4-i 



1 ^^^'••*~4''^ï 
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Maqim — (i — i)n+ i ) x— ^' | 
b{mç — (i — ^)nq + np -h ç) 3 

j x""*^' ^b{mq^nq—np—p)x ■"■" 
l — a(/iï — 1 ) açr (iTi — n=t i ) 

Bb {mq — 2 /ly — n p — q) x""**^"*"* 
aq(^m — a /i — i) 
C b{mq—'5nq — np — q)x '^^*^ 
aq{ m — 3 n — i) 

^Mb {mq — {i^i)nq—np—q)x- ^^^' | 

aq{m — {in) — i) ) 

Nb . ' ^ 

aq 

Le signe sapérieur da dernier terme a lien lorsque i 

est nn nombre pair , et le signe infériear , toutes 

les fois que î-est impair. 

Par le moyen de la formule I , tous les cas parti* 
ottliers d'intégration renfermés dans l'expression 

x^'^dx 
J. , pourront être ramenés à Tintégrale 

V 1 — x^ 

f. ' , qui eèt celle d'un arc de cercle , 

comme nous le . veinons bientôt. La formule II 
fournit le moyen de faire dépendre Tintégration de 

f. • , de celle de A qui est 

donnée par les logarithmes. 



Exemple 
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Exemple premier. Soit la difFérentielle ■ ^ 

dont on propose de réduire Tiotégrale à celle de 

dx 

: on a , pour ce cas particulier 
K 1 — X* * 

l71=:iOj.«« /î=ïa,jp:=— 1,... ^ = 3y«««« 

m — A ^ 

a=J ... 6 = r— l.«.«t = 0,et — ^ — =3 DaŒ'l' 

donc la rédaction est possible : on trouvera par la 
formule i : 

t^^ 9^' . 9-7^^ , 9-7-5.^^ 9.7.5.5 X ) 

{xo io«8 ia.8.6 10.8.6. 4 io.8.6.4.âj 

9 1 r dx 



^o 3 /i— jt:* 

Exemple second. On propose de ramener l'irh- 

dx dx 

tégrale / -j^--^^=z::z à ceUe d« /—-=:. 

On a ici 

OT=ii,...»=3...p=s— i...gr=2...o=i...i — j 11 i». 
et -— m+»»==: — i^oai=iS: 
la formule 1 1 donne w 

dx ' 



/ -77;7^==ç s= — / 1 — «• 

1 9 t 9-7 , 9;7-S . 9-7.5.5 y 

io«" lo.g.a/» ■ 10...6»» iû...àx* io...a»* j, 
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* 

Problême sixième. 

308, Rédaire rintégration àef.xrdx{a + bx^y 

à celle de/x* Jx ( a + * ^)* ", • étant un nombre 
entier. 

Solution. Reprenons l'équation differentiée du 
problême précédent : 

'd.x'(,a + bx^y = rx"''dx{a^bx/'y 
bnn « ^^1 

9 
ajoutant aox deax membres le terme 

. ^^;c'-'dx{a + bx'y'\ 
9 
et réduisant , on aura 

.</.«' (a + bx'y + ^^ «'-' rf r ( a + bx'f'~^ 

et revenant de la différentielle à l'Intégrale , on 
«ura . ~ . 

^ fx'^'âxla + bx'y 

" , . ^ «.-1 

c» qx'{a-\-bx^y + g n pfx^\ dx{n + bx^y 

Soit r—'m= 1 , ou r=m + 1 : la formule deviendra 

_ q^x'^' (a + bx')J + anp/.x'^dxCd + b»ry~' 
-. »p+inç-i'q- * 
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P P P 
en mettant successivement -—1,-— 2,^—5.. .&c 

fi' ? y 
à la place de- dapsla formale précédente, oaaura 

_ çx'^'{a+èx^y'+an(p^-çyx''dx{a+bx''y" 
~" mç+np-i-g — nç 

fardx(a + bary~' 

mç+ np + q — 2ng 

Faisons ces su];»stitutions dans la première formule ^ 
et désignons , domme dans le problême précédent, 
le coefficient du premier terme par ^, celui du 
second par B, ceji.ui ç}u troisième p^r C , * . . &c. 
et hou^ aurons ' " 

i 1 :! ^anp(a -^ b x'')-'^ \ 

\mq -^ np^k- q mq + np — n>q ^ q 

B.anjp —g )Ça + & i?")7^ 
m q + hp — ' ^nq.-^r q 



\— 3 



/ mq +Ttp'^ùnq + q J 



. . y - .. . 

Exemple, Ôûffropose de réduire l'intégration 

Q a 
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de/. <|* ( i — *»)" à celle do/rf, VTPP~, 
on a ici 

donc 

Les intégrales 
auxquelles on ramène 



ne sont pas algébriques , mais elles Ç?^pvii9Wt 4#4 
arcs de cercle ou des logarithmes (a84) ; comme 
elles « pr^^nteiit lèvent j^^ mui^ ^ ^i^eVy^es 
autres de ipême pâture ^ nous allons joindre ici une 
table des plus simples de ce^ intégrajes ^ qu qii vé- 
rifierç £éci|emeoi; par ^ difFéreqtiiKiqn» 
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dx 



Vl — X^ 

dx 



-- = arc taog x. 

2?^ r intégration par les séries. 

3 59^ Lof^ue Ift tbnctioii*X(G{!t n'est pas Suscep- 
tible d'une intégrale exacte j on développe en série 
la fonction X^ et tnaltipliant chaque terme du dé-- 
veloppement par dx, on n'aura 'plus à intégrer 
que des monômes , dont t^s intégrales réunies don- 
neront une valeur approchée deJfXdx+K, 

La fraction la plus simple qu'on puisse réduire en^. 

série est , 

a + a? 

il en résulte 

1 x X* x^ x^ 
o a* tt^ d* fa^ 

multipliant par dx ,et intégrant , on a 

rfAT X X* x^ x^ x^ , «. 

^ a+a: a sa» gâ^ W ôa^ 

mais on sait d'ailleurs que I 



■f' ■^~^**S'(^'^*')' 



Q5 
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on aura donc 

pour déterminer la constante JC^ on fera 

et Ton aura 

loga = JS:, 

donc log (a+x )] — log a j 

ou . 

(jr\ X X* x^ x^ 

résultat conforme à celui dq n* 

Prenons pour second exemple la fonction 

que nous savons être l'arc du cercle dont le ^nos 
est or > le rayon étant i . Si on réduit en série 

on aura 

X* . 1,3 . 1.5.5 . 1.5.5.7 , 
. a 52.4 2.4.6 s.4.6.8 
multipliant par dx , et intégrant , on a 
. dx ■ x^ i.Z.x^ i3.5.x^ ^ 

Vx—x* ^•^ 2.4.5 2.4.6.7 

c'est-à-dire que Tare dont le sinus est 
x^ i.5x* 
2.D a«4.5 
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on trouvera que la constante à ajouter est zérp , 
parce que Tare dont le sinus est zéro = aussi zéro. 
Si on suppose que or = i ; on aura Texpressioa 
^n série du quart de k circonférence j savoir , 

îT I 3 5.5 

4 2.3 2.4.5 SI. 4. 6. 7 

Cette expression sera d'autant plus approchée que 
rouvppendra plus de termes. 

Veut-on avoir la longueur d'un arc par le moyen 

d X 

de sa tangente , on prendra la fonction ^ qui 

« 1 "p X 

est la différentielle de l'arc dont la tangente est x ; 

en développant en série — , on a 

1 + ^* 

I — «•+ «* X^.'\- x^ -^. . .&c. 

Multipliant par d^x et intégrant , on a 

x^ x^ x"^ x^ 

Arc tang Ji; = X — -^ + — - + 1 -^..••+JC, 

D 5 7 9 

La méthode d'intégration par les séries , peut 
être rendue plus générale et plus élégante par les 
considérations suivantes : 

La formule différentielle d. {xy ) dotine en l'in- 
tégrant xy:=zf.{ydx '\' xdy)^ 

qu'on peut encore écrire 

f.ydx^f.xdyx 

donc f^y dx ^=^^y --/*^ dy*, 

l'intégration de la formule/y rf:c est donc réduite 
à celle de f.x dy : cette réduction s'appelle inté- 
gration par parties et est d'un grand usage dans le 
caloul intégral. 
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Od p6ttt mettre le wtme/lx dy souj la forme 



sstiraote: 



si on 11iit^;re pef parties , il deviendra 

% dx •'a dx' 
OD peut , par le même principe ^ écrire 

ao lien de 

et intégrant par parties , on aura 

et ainsi de suite : sabsdtoant tontes^-ces intégrales 
dans la formuley;^ dx = xy — f. x dy , elle de- 
' Tiendra 

r.ydx'=yx f- H ^ ^ 4- . . ^^ 

=*=/• -T-T^— • 

Sî on suppose qne^ est une fonction connue de sr, 
qu'on désignera par ^, rfji pourra être désignée 

par Xd X , et par conséquent , ^ par X j par la 
même raison on désignera-^ par X', ^ parX"-.. 



J 
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et amsî des autres : on aura donc 

2 2.5 3.3.4 

ou en supposant âfx constante 

^ a dx 5à.5 dx"^ a:* dx^ 

Exemples. Soît JSl= , on aura 

a+x 

^, dX ' 1 

X yOVL 



donc 



dx (aH-^y^ 

^, d^!X 2 

-A , ou -»— =:— — -r». 



-3r'^ ou -3—^ = /-*-~-*-n* • • ^^• 



dx 
/^^.oulog(o + ir) = X 



. ^ x"" x^ x^ 

^ a+x'*'aia+xy^5.(a+xy^4{a+xy'^ *^^^ 

en faisant x =0, on trouve K = log a-: 
âonc log (a^-^) = log a 

x x* x^ X* 

Cette série sera d'autant plus convergente que x 
sera plus petit que a. On trouvera , par exemple , 
que le logarithme ( hyperbolique ) de 

101 2= 100+ I = log 100+ ; r+ -,— r;+.«.&C. 

^ (101) 2(101)^ 

s=4,6o5i..,+0;0099.+o/)ooa4."+&c,=4,6i 5 1 2..« 
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Nous observerons en terminant cet article , que le 
développement des intégrales en série ne doit être 
employé que lorsau'il donne des séries conver* 
gentes , ce qui n'arrive pas toujours : il faut dans ce 
dernier cas chercher à rendre la série convergente^ 
ou faire usage pour l'intégration, des méthodes par- 
ticulières, qu'on trouvera dans les ouvrages des . 
grands géomètres qui ont écrit sur le calcul in- 
tégral. 

De ^intégration des fonctions logarith- 
miques et exponentielles. 

360. On a supposé jusqu'ici, ^ue dans la fonc^— 
tionfXdx ^X étoit une expression purement al- 
gébrique ,né contenant que la variable or, et des 
constantes : nous supposerons maintenant, qu'indé* 
péndamment de la variable Xy ^contient des quan- 
tités transcendantes, telles que des logarithmes et 
des exponentielles. 

Soit -X'=z log X y z étant une fonction algébrique 
de X etife constantes , désignons par /^ l'intégrale 
de zdx onf.zdx. En intégrant par parties, ont 
aura 

f.zdx. logarr^^log*- — /^T- • 

X 

T^ ne renfermant point de transcendantes , la dîf- 

dx 
férentielle /^ — sera algébrique , et s'intégrera; 

supposons que z^r^-x^ y on aura 
par la méthode précédente : 

= 5_.^ — 3 log a: >+ iC 



D R M AT H É M A T I Q U E 8. 501 

lorsque 71 = — 1 , Tintégrale générale semble être 
en défaat , mais dans ce cas particulier la fonction 
proposée s'intègre directement; soit fait log x=y , 
on^ auf a 



donc 



X ^ 2 



Supposons que X = z ( kg x )" : on aura 
/.zrf:ir(logx)»=/^(logx)«-//2;^(log ar)»"' : 

X 

dx 
faisons l'intégrale de j^ — = T: on aura 

X 

dx dx 

J. V —(log r)»-==r(log *)»-•— n—i ./T- ( log X )— . 
* . . •*' 

«oit 1 intégrale de T — = «y : on aura ; 

/I^ (log *)»-=«$(l0g *)»-•— W— 3/»— (log*)-' 
X X 

en continuant d'intégrer ainsi par parties ^ on par- 
viendra à un dernier terme qui ne contiendra pas 
le facteur Iqg x , lorsque n est un nombre entier 
positif 3 son intégrale sera donc algébrique : là en 
réunissant les différens termes intégrés , l'intégrale 
proposée deviendra 

/;5c?ar(logA:)'»=/^(log*7— 7ir(log xy 
+7î.7>-.i 4Î(log;r)'»T*--n.n-i .7î-2JR(logx)»"^+...&c.+iC 
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Soit par exemple jc = x" : oo tara 

(;,+ .)■ ('°8»)-->--} + fc 

Le seul cas qaj échappe à la fonnaU générale est 
celai où m s= «^ t } mais ftlori ob a 

/^(log*)-=^-^'' +K. 

si n est négatif, la formule générale donne pour 
intégrale une série infinie , dans laquelle Texposant 
de log X augmente sans cesse ; mais il est facile de 
ramener rintégritioâ de la formule/. irfx (log jr)^** 
à une forme dans laquelle l'exposant de log x ira 
en diminuant : il faut dans ce cas prendre l'intégrale 

!)ar rapport au facteur (logAr)'^^ comme dans 
'exempte suivant : 

Soit Tt — r*. • on peut mettre ôette dîfférôûtiene 
(log)^ *' 

sous la former?**' — (log Jt)^, et Comme — 

est la différentielle de log x^ on aura en int^rant 
par parties 

/*■»+«_ ( log X V7»= ^ ■ ^ - ■■• 

* w »— » 

+ ULtl fx^tixi log * )-"+•. 
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Ce dernier terme intégré de nouveau par. parties , 
donnera 

Si en continuant d*mt^grer ainsi par parties jus-. 
qu*à ce^n'pn parvienne ^11 terme fx^^àxi^og *)""'> 
et qu'on substitue ces intégrales y on aura 

•'(log^r" "" U_,(logar)'-« 
171 4- 1 ( m + t )* 

n— 1.72— 2(}og:r)'^* n-1 ./î-i2.«-3(logx)'^^*+ . . . l 

{n — 1.7Ï — 2...,i) log :<; 

L'intégrale proposée se réduit donc à celle de 

x^dx . ,* 

r — — : or , si on fait or"'*'* =3 e^ , on aura , 

log X . ' 

m+i log^=:logz^,et(/7ï4- i)x'^dx=izdui 
A f. x'^dx du 

' ^ log JC * log u 

différentielle qu'on n'a pas encore pu intégrer. 

36l.;Soit iQaintenant U formule exponentielle 
Xà^ dx qu'il s'agisse d'intégrer, ou la décompo- 
sera dans les deux facteurs ai'd x.X. La différen- 
tielle de a* étant a'dx \ega^ (285) il ^'ensuit que 

a* 

l'intééralç de a'^dx sera , : on aura donc 

loga 

^: Ipg fï • log â| 
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si on fait 

dX==Xdx,dX'^X'dx,.. .dX''=X"'dx. . .&c. 

et qu'on continue Tintégration par parties , on 
trouvera cette série , 

^(loga)' (ioga)* 

(logo) 
Sî Xest une fonction rationnelle et entière de « ,1e 
nombre des quantités X\ X\ X'" . . .sera limité, 
et la dernière JT^»"') sera une constate ^ le der- 
nierterme/X^'*-'>o'rf* se changera en A^» j/a dr, 
dont l'intégrale est J:c--)ji;^, ainsi la différen- 

tielle proposée sera intégrabie. 

Prions pour exemple la dlfférenfcieUe x^tfdx î 
on a 

X"' — n.n'-\ n — 3*^^.-&c. 
donc _, 

Si on avoit e* au lieu de a', e étant le nombre dont 
l©logarithme hyperbolique est t , on aùroit 
/. x'e' dx=:e' { x"— n «»"' + n. »-ri x*"* 
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En intégrant d'abord le facteur Xdx^dansla, 
différentielle proposée/. -XT a* rf;r, -et faisaqt l'inté- 
grale de ce factear = -^^ , on a 

f.X a' dx ^=A(f — Xo^ajjti a' dxi 

si on suppose que 

f^dx^=zB.. .f.Bdx=^C...^c. 

on aura 

/• Xa' dx ^ u4 a'—\oga B a' + {\og ay C a' 

-- (log a)M7a*+. ••=*=( loga)V-2V" a' rfjtr 

tette dernière formule donnera l'intégrale de 
/•*"a*û? a?, lorsque n est un nombre négatif, car 
Ton a 

f^'dx ^^ a* a' log a 

0^ ' (n — 1 . )a;'*'"* n — 1 . n — ax' 

g'^Çlogo)^ _ g^Çlogay 

71-^ I . n — 2 . n — Sx""^ n — i,..n — 4^"* 

^ (loga)'^' a'dx 

' J • — — ~— • t • 



n— • 



n — 1. /*— a...i' 

\ Si l'on suppose a* = 2^, on aura , 

logaa" dx:=du. . Aoga=logui 

r a'dx du 

donc / =/j , 

X log u 

or nous venons de voir que cette dernière dîfféren- 
,tielle n'est pas intégrable; donc on ne peut pas 
'obtenir , en un nomore fini de termes , Tiatégrala 
^de/x^o*^^, lorsque n est un nombre entier né- 
gatif^ mais daus«ce dernier cas on la fait dépendre 
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d u o^d X 
de celle de/ , ou/ , qu'on intègre par 

les séries. 

En effets on sait (107) qae 

ii'=i+xloga+ — ( loga)" +— (loga)^+.. . 

donc 

/a'— = logx+af loga + (log a)* 

* a, 3 

IJe Vintégration des fonctions circulaires. 

362. On a TU (286) , 1*. que rf. sin ç> = rff cos f j 
donc /^ ♦ cos ^ = sîn ^ + IT j 

a*. rf. cos f = — cT^ sîn ^ ^ 

donc /. d^ cos p =z K — cos f : 



3*. d. tang^ = 



cos*^ ' 



dp 
donc /. — r- =tang^+ISL.„&c. 

cos*^ ° 

d'où on peut conclure que 

/. d(p{^+Bsm(p +Csm2 9+Dsm5p. . .^&c, } 
C D 

/.d^{-^ + 5cos9+Ccos2P+JÔcos3^4'- • • •} 
s=s^^ — i?sm^ — — sina^ —*-;=- sin 5^ — ; j 
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il suit aassi de.ce qui précède^ qae 



/. J^cos^. sin"*? + 



/. dp. sm f» co3"*f = — 



cos'" 



car si on désigne si n f par jv ^ on aura 

t/^co8p = Jop^ etJM ^ co^ P sinT. f^ aT. dx 

x"^' ^ ^ sin"+'fî 

= — -— +A = — ~ .+ A. 

m+ 1 m + 1 

On trouvera par un calcul semblable ^ rinté^ral^ 
de 



/, c? 9 sîn ? cos" ? = jRC — 



cos*''^ 



^+1 

Proposons-nous maintenant d'îatégrer tes cinq 

différentielles suivantes : 

dp . ' • . 

1* /. -; — . Si on mtdtiplîe le numérateur ejt 1© 
sm ^ 

dénominateur par.sîa ^, on aim 

. £? ^ sin ^ 

et désignant cos 9 par o?^ on a 

^ dx _ 1 dx X dx 



donc 



1 t 1 — ^* 



^ dp ,1 y^i— co««> . f • . ^ 

/. -: — ==logL^ — ~ =!ogtaDg|ç (trigOt 

-^ smip ^"^ i + cQs^ '^ 0:1 V 0/ 
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^ dp ^ dp cos p 



r- ^^J^ :; — f 

COS ^ 1 — sin f 

et en faisant sin ? = x* . on a 

^/rfx \fdx 1, i + x 

ii L l^ =-Iog 

. i+x 1 — ^ a ''i — X 

donc 



/-^ :;=l0g l/r^H -l0St«S(45'+^f). 
cos f -' '^ 1 — sin ? 

rf^sin^ rfx 

3\ /. = — / — î 

•^ cos ^ X" 

en faisant 

cosç = 4?=} — logx + X: 

donc 

.l/^SÎnf «ri 

/ = JL — log cos #. 

•^ cosf '^ 

rf^cos p ^ dx 

en faisant sin ^ = :t ^ := log x-^-Ki 
\ donc 

/ — : = log sin ♦ + A. 

/ -^ sm » & r 

- r* /• ^^ . cf(p(sîn*^ + cos*f ) 

O • /. -t f — = /• 1 ~ 

^^ sm ^ cos ^ sm f . cos ^ 

^e=/. +/•— ^ =Iog ^=:::logtang^ + K. 

-^ . cos ^ -^ sin (f ^cos f ^ ^ 

Une fonction dlfFerentîelIe de sinus et cosinus sera 
,donc intégrée lorsqu'on Taura ramenée à quel- 
qu'une des précédentes. 
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363, 1^ Soît proposé d'intégrer /.rf<p sln" ç; 
« étant un nombre entier positif: on mettra l'inté- 
grale sous cette forme : 

Jd^sm p. sin'*""* ^: 

€t intégrant le premier facteur , on aura 

/rf? sîn" ^ = — cos<p sin"""' ç-^fd(p cos* (p sîn""* f : 

mettant à la place de cos* (? sa valeur 1 — sîn' ^ , et 
transposant , il vient 

/. d(p sin'* ^ == cos p sin""'* -| f. dp sin""*^ : 

72 1 

on aura aussi par un calcul semblable, 

' 1 Fl 3 * 

/. rf(psin""'*^= cos <p sin""^ (pH f*dp sin'*** p : 

» — 2 7Z— X 

en continuant d'intégrer par parties de proche en 
proche, on parviendra à un dernier terme qui sera 
Jd <p sin (p, = — cos (psin est impair j oaf.d <p sin""" p 
= Arc ^ , si 72 est pair. 
Exemple premier. 

/rf^<m^(p=:-r:?cos^sm*^ — - — C05 ^ + iL, 
5 0.1 

Exemple second. 
y . J Mîn^ =— ^cos ^ sin^ ^ — — cosMÎn ? + ^.Arc9 + jS:. 

^4-7 — . Arc <p + K. 

2'. Soit proposé d'intégrer/, d p cos" ^ : on mettra 
l'intégrale sous la iovme f dp cos"""* p , comme dans 
l'intégration précédente , et intégrant par parties , 
on a 

sin 9 cos'»^' f + 7ï -— I /si»* <p cos'**"* p : 

R a 
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mettaot à la place de lin* p sa valettr x -^ cas* f^ 
et transposant ^ on a 

/ Jf ces* P =- sîn ces""* f H /rf ^ cos""^ p : 

^ n n^i^ 

. ce dernier terme mtégré donoera'^à son tonr 
sin p cos*^' ^ H ^/.o ^ cos"'* p : 

on continaera ainsi de proche en proche ]asqn*è 
/d p cos f == sin ^9 si /} est impair ^ ou jusqu'à/ ciTf 
?= Arc ^ , si n est pair. 

Exemple premier. 

1 2 

/«?f cos'f = ^siiif cos*f4-= — «nf + JT. 

«> «!• I 

Exemple second. 

X . 5 . 3a 

/rf p cos* ^ as - sîn ^ cos' f + - sin ^ cos f + r-^Arcf 

3*. Soit proposé d'intégrer/, -r-^ . Sî dans la 

première des formules précédentes , on met — nk 
la place de n,on aura 

^ d^ i C08f . n+i ^ , dp 

•^sin-ç n.sin"^-^ n "^ sin**^ f ' 
faisons ti 4- 9 = 'ti ^ et nous aurons 

c/^ 1 cos^ ^ yt — 2 rff 

•^^ sin" ^ w-isin*"*'-^ m+r * sin"""**' 
donc 

, sin*» ^ 1 cosf »— 9 ^ J^^ 



.A 
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on passera easuiîre de 

<9t ainsi de suite jusqu'à/. £7^ ?:= Arc ^ si n est pair 9 

dp 

ou jusqu'à/ -; — , que nous savons btégrer (362) , 

81 /i est impair. 
Exempte premier. 

^ d a I ces p % . i 

•^ sm^ ip a sm* ça ^ ° 21 

Exemple second. 

I CCS ^ 2 ces ^ » A ^ «- 

3sia^f 3. ism p aa 

4*./. ^ se traitera de la même manière que 

cos^ç ^ 

la préoédente^ et il ëM aisé de voir saos es faire le 

calcul > que Ton aura 

^ cf^ 1 sîn ^ 71— a ^ rfç 
j. -'— — == ' : — i /. 




cos*ç 72—1 eos^* ç n— 1 "^ sia" 
S""* Soit proposée la formule 

d P COS n '^ 



/• 



9m p 



Q0U9 distîtigueroiis deux cas^ lorsque n est hopaîr ; 
= a £ 4- 1 , et lorsque n est pair = a ». 
Si n est impair , on aura 

^rffcos*^'^ ^rf^coap, .. ., 
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en développant le binopie et maltipliant cliaqae 
terme par 

sïaT p sîn*^ ' 

on aura une somme de termes intégrables chacim 
séparément , quelle que soit m. 
Si n est un nombre pair , alors 

^ dp cos" p -rf?(i — sîn* P y 

sm ^ sm ^ 

qui étant développée s^intégrera facilement par la 

formule r , ou par fd ^ sin* ♦. 

sin^ "^ "^ 

d ^ sin" ^ . 

6®. /• -^ — -= — se traitera comme ta précédente, 
•^ cos~ p , . '^ * 

et sera, par conséquent , susceptible d'intégration, 

quelle que soit la valeur de m et n , pourvu qu'ils 

soient des nombres entiers. 

7*. Soit la difitérentieile d ^ sîn" ^ cos" 4 , qu'il 

s'agit d'intégrer : on écrira dp sin p cos"* p sin**""'^ et 

intégrant ^ar parties , on aura 

/.dp sinn p cos" pz=, -'cos"+' p sîn»"' p ^ 

m+i 

. ^ — 1 .. . ^ . i 

+ —r^Jd p cos"+* p sin' m : 

mettant dans ce dernier terme i — sin' ^ à la place 
de cos* p y et réunissant les termes sembiâbles^ 
on a , 

/. ^9 sin*» p cos"* p = — ' cos""*"' '(f sin""' o 

m+n 

+ — —r Jd p cos" f sin*»"* p. 
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Ce dernier terme intégré par parties , donnera 

Jd(p sxvr'^ tp. cos"* p —— cos***"*"' 9 sitf^' • 

m -¥71 — iH, 

72 — 3 ^ 

-y.a^cos"psîn"~^f r 



m +72 — a. . 

en contkiuant d'intégrer ainsi et de substituer , on 
aura riutégrale 

Jd(p sîna e cos'* ^ =p cos/"**' ^ sînr"* dK 

772 + 72 

72— 1 . cos"""*"' ^sîn»'"^ / 



772 + 72. 772 + 72 — a. 

72 — 1 . 72 — 3 cos"*^' ^ sin"""^ * 

772 + 72. 772 + 72-^2.772 + 72— -4 

jusqu'au terme 

W-^ I. 7Î-— 3. ...2 ! ^ 

; — '- -^^ ^ cos"+* 4^. 

772 + 72.772 + 72 5... 772+1 ^ 

Si 72 est un nombre impair^ et jusqu'au, t;|rm6 

» — 1 . 72— .3. .-. . H 
772 + 72. 772 +72 — a...77ï+ 2"^ ^' 

si 72 est pair, ." j. 

364. Si au lieu <f iiitégrer par rapport au fac- 
teur d<P smf cos*" <p ^. on intégroit. par rapport au 
facteur d 9 cos 1> sin** cp^ on auroit la formule 

' /d^ sin" * cos" ^ == .^^■. sîn"^' çt cos^^T* f 

7724-72 

772 — i sin»"^* <p cos"*"^ (p .„Z- ,.^ 

+ — , u^ ■' ^ -^ • + ; • • • ►ixc. 

72 + 772.72 + 772—3 

R 4 
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jusquViu terme 

n + m» n+ m — a ...» + i 
si m est impair , jusqu'au terme 
' m — 1. m — 3. . .1 



Jd9s\n^ ^ y 



si m est pair. 

d9 

y. Enfin si on a â in té g r e r / r, — --^, os la 

^ "^ sin" ♦ cos* ♦ 

déduira des deux formulas précédentes , en y chan- 
geant à 1^ foî« + » en — fi-, et + nt en — m , et 

l'on aura par la preniière 

♦ . ' • ■ 



sin"*? cos"* ^ m +71 sin'»'*"' ♦ ces" * ^ 

,71+1 rf* 
+ J ■■■ ■■ ■ ; 

. fn+fi sin''"'^*^ coa**> 
d'où il résultera 

m+7ï rf<^ 

+ zrrrJ 



si on met 77 à £^ place de 71 "^ 57 /on aura 
+ , — u_ r.7~« — — — L 



7ï— 1. -^ sin^r^f cbs"* f^ 



<9t€^\ 
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par la seconde des deux formules précédentes , on 
parviendra à la suivante : 

d^ . _ 1 d^ 

•^ sin* f cos"* (p ~ m — i sin""' f cos"^** 

m + n — 5i - d^ 



T» / T—y 



fT-^ 



171— I *^ sin'^lf cos "* * <f ^ 

Par le moyen^de la première , on diminue successî- 
-vement l'exposant de sin ^ , et Ton parviendra 

cos 9 sm^cos ^ 

moyen de la seconde^ on diminuera successivement 

d<^ 
l'exposant de cos a , dans./-T-i , et on la ra- 

mènera à /-r^, ou àA -: , qu'on sait in- 

. _ smf . $m ^ eos ^ .^ 

tégrer. . 

365. Toutes les différentes fonctions, différen- 
tielles contenant dessmus ^ que nous venons d'Inté- 
grer ^ sont çomprisesrdans la formule « 

/d ^ sin'* Ip cos"* ^ , * 

en donnant k m et n toutes sortes de valeurs en- 
tières , positives ou négatives | ou léro ^ et comme 
toutes ces fonctions sont întégrables, il s'ensuit que 
?a formule /.dÇ sin'» ^ çôs*" 9 est inlegrable , toutes 
les fois que met n sont des nombres entiers , po- 
sitifs ou négatifs. 

lorsque met n sont dès nombres entiers positifs, 
il seroit peut-être plus commode de changer en 
smos et en cosinus d'arçs multiples les puissances 
Aei siiius et cosinus sin ^ ^ cos" ^. 
on a vu (11 1) que / 
«D^^==i^+J5sinV+C!sînsi*+l>^in3*+...&c• 



l 
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cos"^ =-^' + Jîcos^+ C'cos 2(p +D'cob3 + • • • • 

donc sin" ^ • cos"* 9 ne contiendra plus que des larmes 
de la forme 

sîn.m^.cosTZf ; 

maïs par les formulesiconnues deja Trîgonona étrîe, 
a. sîn m^ X cos 72^ = sin m + n*P + sm m — -^/zç : 
donc 
sm"<pco8"^==a+isînJM^+csinJkr^+d&iaM*ç+..&G. 

et par conséquent 

J*.d<p sin" f cos*" p 

= a^ — -zr^COS M ç — --, cosilf >—■ rrrjCosJ/V- 
'M M "^ . 

On pourroit encore faire sin p , ou cos 9 = rc dana 
la formule propesée , et Ton auroit 



f.d^sin^p, cos"*^ =5/.a?*c?x(i ^^x^)' ' . 9 

• n — 1 

OU y*.Jf"'rfa?(i-T-^*) /• : 

or ces deux formules sont évidemment kitégrables 
algébriquement 5 1**. M nourri est un nombre entier 
positif impair ; 2^. si la spmmé des deux exposans 
m et 7z est un nombre entier négatif pair, à moins 
que l'un de^ deux ne fût =î: — ^ i : dans ce dernier 
cas l'intégrale de la différentielle proposée dépeu* 
droit des logarithmes 5 5*". la proposée pourraêtre 
rendue rationnelle si un des deux exposans rfioixn 
est un noriabre entier positif ou négatif impair j ou 
si la somme des deux est uii lioînbre entier positif 
ou négatif pair. Toutes ces considérations sont unei 
suite detout ce qui a été <iit'(35t etsuir.^ 
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^66, SI les deux exposans m et n sont tous les 
deux des nombres pairs , on aura recours aux for- 
mules du n''. (557). Par la formule I on i^amènera 
rintégrale - 

f.x''dx{i — a:*) * à celle de /dx(i — x*) "*~} 
et par la formule lit on ramènera cette dernière à 

Jdx (1 — X* )• , dont rintégrale est 

jsin(pcos^ + 7Arcp+iiL. ^ 

Si met n étoient négatifs , on feroit usage de la for- 
mule II. , * 

Il résulte de toutes ces considérations qu'on peut 
intégrer facilement les différentielles où il entre 
des sinus et des cosinus lorsqu'elles sont suscepti- 
bles d'intégration*, et qu'on peut les ramener aux 
nmthodes déjà prescrites pour l'intégration des 
fonctions algébriques. 

367. Occupons-nous nnaintenant des formules 
qui renferment des arcs de cercle. On a vu (286) 
que la différentielle d'un arc est égale à la différen- 
tielle du sinus divisée par le cosinus 3 en sorte quia 
si on désigne le sinus de l'arc p par ir , on a 

dx* ' 
d<p = ——==.: .. . 
Vi—x^ 
donc réciproquement , 
dx, 
/-7=. = Arc^,=Arc 
.^^ Vx — x' 
dôiit le sinus èst'rr, <Jue Ton écrit plus simplement 
=, Arc^m^i:. . j ^ ., . . . 

, On a vii aussi qu'en représentant par x le cosinus 
de l'arc (p, on a 

- — dx 

dp = —=±î 

S/t^x* 
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— dx 
donc / — - = * = Arc co« x. 

si la tangente de Tare f est appelée «^ on & 

donc S ' *• =» • = Arc tang s. 

Les int^rales de ces arcs de cercle, quoîqae 
réelles , se présentent souvent sous la forme îmagî- 

naîre ; par exemple ,/ ; peut sHntégrer de la 

manière sûvante : 

En décomposant le dénonamatenr i-t^^"" en ^ef- 
deux bcteurâ simples imagiiiaire& 

on forme les deux fractions 

^dx JBdx 



et sî après avoir déternûné ^ = ^ , JB = î: , on iit- 
tègre , on aura 

dx _ ^1 , m^jgV/ — I 

^ dar 
mais d'un aatre côté noru& savons que J. ' * 

== Arc tang AT : donc l*arç réel dont \a, tangiente est x^ 
est aussi exprimé en logarithmes dte quantités ima-* 
ginaires (ii3). Nous nous sommes servis^ de cette 
transformation pour ïes întégrilions des fraotioiï» 
différentielles rationnelles. 



I 
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Pareillement , si Ton suppose x = z V/— ^ i , 
on aura 

donc 

/. j ou Arc sm a; = v^— i/^ 



= V^I^ log (z + V'i+z'- } 



log{xv/_, + |/i_;^}; 



et rédproqaemeat, 

En général 9 les différentitflles qu'on intègre par les 
arcs de cercle peuvent aussi s'intégrer par les loga- 
rithmes ; mais alors l'intégrale se présente sous une 
forme qui contient des imaginaires; réciproque* 
ment les difiërentiélles qu'on intègre par ies loga«- 
rithmes peuvent aussi s'intégrer par les arcs de 
cercle spusune forme qui contient des imaginaires: 
l'on a vu (il 5) comment on ponvoit transformer 
celles de ces quantités qui contiennent des imagi- 
naires en d'autres qui soient réelles. 



Fîg. 71. 
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application du calcul intégral à ta qua- 
drature des courbes, à leur rectification , 
à la quadrature des surfaces courbes et à 
Vévaluation des solides qu'elles com- 
prennent. 

368. On a vu dans la Géométrie (2^4) que la 
quadrature du cercle consiste à faire un quarré égal 
en surface au cercle donné ;. la quadrature de Pel- 
lipse^ou d'une portion d'ellipse, de parabole , d'hy- 
perbole. . .&c. consistera aussi à faire un quarré 
égal à un espace compris entre un arc de la courbe, 
les deux ordonnées qui passent par l'extrémité de 
cet arc et la partie de l'axe comprise entre les 
ordonnées. Le problême des quadratures est le plus 
simple du Calcul Intégral , comme celui des tan- 
gentes est le plus simple du Calcul Différentiel. 

Soit une courbe ^ MM! ^àovX l'équation est 

désignons l'espace compris entre l'arc AM^ l'or- 
donnée PM et l'abscisse ^P", par E; sî l'abscisse 
u4P augmente d'une quantité infiniment petite 
Ppz=:dxy l'ordonnée JPilf=j' deviendra 

pm=^y'hdy, 

et l'espace \A mp A sera augmenté du trapèze 
infiniment petit /? m jM P , dont l'expression algé- 
brique est 

, ^dx _ dydx 

2 2 

Le terme — ■ — exprime la surface du triangle 
Mmr, qui est infiniment petit du second ordre, 
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lorsque les deux ordonnées PM^ p m sont infini- 
ment proches; il doit donc être négligé compara- 
tivement au termey dx qui est infiniment petit du 
premier ordre : donc Taccroisseraent infiniment 
petit que reçoit l'espace ^PMy lorsque x devient 
x+dxj sera représenté parj' dx. 

L'espace APM ayant été représenté par E, , 
l'élément de l'espace sera désigné par rfJSj on aura 
donc l'équation ' / 

dE=^ydx y 

ou en passant de la différentielle à l'intégrale , 

E=^J.ydxi 
ainsi pour avoir l'expression algébrique de l'espace 
^P^, il faut prendre la valeur dej^eno? dans 
l'équation de la courte, la multiplier par dx et 
intégrer seVon les règles prescrites. 

Supposons que la courbe ^M est une parabole 
dont l'équation est V 

on aura 

ydx=p* x*dx: 
donc 

2. JL 

on déterminera la constante K en observant que 
lorsque jp = o, l'espace ^Pifcf = o j donc on ia 
l'équation * 

o = o+JC; 

c'est-à-dire quejBL=o : ainsi l'espace parabolique 
compris entre un arc ^M qui part du sommet , 
l'ordonnée et l'abscisse correspondante est les 
deux tiers du rectangle formé par l'ordonnée et 
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l'abscisse : cette courbe paroît être la première que 
ToD ait quarrée; sa quadratare , connue long^temps 
avant la dëcoaverte des nouveaux calculs , est due 
à Archimède. 

L'équation aux paraboles de tous les genres est 

y"^= aV (198), et jr = {cT *-)=^; 

donc /•ydx—J.{a'^x''y^x^dx' 



(a" ;t-^-)«+«= ' — jr X. 



369. Cherchons la différentielle de la surface 
par le moyen de la méthode des jimltes. Soit la 
courbe jiMM^ et deux ordranées MP , M! P', 
perpendiculaires^ a Taxe ^P; tirons la corde MM\ 
et construisons le rectangle JrÇ4SP',qaiaPP'=Ax 
pour hauteur, et PS on^B pour base« Cette 
ligne u^B est prise pour unité de mesure de lon- 
gueur 5 en sorte que le quarré ^BCD est runîté 
de mesure des surfaces. 

La surface du trapèze curviligne PMMP' est 
la différence finie de l'espace ^JPJH=Ey et son 
rapport avec le rectangle PQSP^ sera expumé 

A E 
algébriquement par — • 

La surface du trapèze formé par les deux ordon- 
nées MP j Sli! P\ et par la corde, MM! sera 

exprimépar(2j^-^ Aj') — , et son rapport avec le 

rectangle PQ SP' sera 



^ i ■ 



AX 

Cela posés 
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11 est Visible que le rapport est>>y+-^> 

parce que le trapèze torvUîgoe doût Tare de là 
courbe ost un des' côtés, est plus grand que le trà* 
pèze ret^iligne formé par la corde : plus l'ordonnée 
JP'Ji' approchera de jPifef, plus les deux rapports 
approcheront de l'égalité 5 mais ils ne seront fîgoa*- 
reuseœent égaux que lorsque P'JH' se confondant 
WLveo PMy^y sera jÉéro^ ce qui signifie que les 
limites de ces deux rapports sont égales : pour dési- 
gner ces deux limites , on écrira -j- pour la pre- 
mière , et on fera Ay ::= o dans l'expression du 

, . .,,/ . dE 

second rapport 5 on aura ainsi 1 équation -j- =^ , 

aE 
ce qui Indique qire la limite du rapport— est 

égale à ^ordonnée de la courbe, remontant ensuite 

de la limite au rapport «des quantités , on aura la 

dE 
valeur de E en fonction de a? : l'équation -7— = y 

* dx 

mène directement à la suivante î 

dE t=tydx^ 
et celle-ci donne en intégrant, 

E=f.ydxi 

ce qui est la formule de;s quadratures trouvée par 
les principes de Leïbnitz. 

370t É4. détermination de.^a différeptielîed^ la 
surface 5 d'après les principes de Leïbnitz, sijippos^ 
qu'on néglige. des, quantités infiniment petites, du 
secoDd ordre pu du troisièm.e , &c^*^elle.est par con- 
séquent susceptible de^ piêinçs difficultés qt^elosi a 
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faîtes contre le Calcul Différentiel (290). On peut 

en dire autant delà méthode inverse des lîmites;c'est 

{>ourqttoi il importe de faire voir qu'on peut traiter 
e Calcul Intégral , et notamment ses applications 
aux courbes , sans rien faire évanouir : on donnera 
ainsi aiux résultats de Tanalyse^la rigueur qui carac- 
térise les principes des anciens géomètres. Nous 
démontrerons préalablement le lemme sutvànt,donl 
nous ferons le plus grand usage. 

Lemme. 

37 1 • Si Ton a trois expressions ordonnées suivant 
les puissances d« ;r ou de A x ^ 

rig.73. Y^A +5 Axr+Clx'+ZJri'+.î.&c. 

^ = ^' +J?'Air+CÂi*+iyÂ^V . ..&c. 

et oue sans connoitre la valeur de JZT on sache 
qu'elle se trouve toujours comprise entre les va- 
leurs de y et de /^, queflé que soit la valeur de Ax; 
si les deux séries extrêmes ont un certain nombre 
de leurs premiers termes égaux entr'eux, la série 
de Z aura nécessa^Vement le inéme nombre de ses 
premiers termes é^aux aux termes correspondans 
des autres séries. Si Fou a par exemple 

ui = A\ 

on aura aussi 

A=^A'. 

Supposons trois courbes ntM , m' J5f, m'' M' , 
rapportées aux mènres a^es et à la rttême origine 
des coordonnées. Soient Y, Z^ /^, trois ordobnées 
de ces courbes P^M^ P'M.P'M*^ èèrtespeadan- 
tes à t» même abscisse -^PHi-jRP'M;t-t a x^AP^ 



hmt pri« pDut rabicifisè x> et PjP' pour Ax% 
puisque Pon a 

il s'ensdit ^tt^aïi JJdiBt i? > où Pbtt a 

les deux couvhes ni M y yn^' M" se coupetit ou se 
touchent 5 et p^^isque k courbe m^Jtf doit tdojcrum 
être comprise edlre les deusc autres , il s'ensuit 
qu'elle doit paf ser par le point jR : donc à ce poipt 
les trois ordonnées Y, Z^ f^ sont égales j mais 
lorsque A:^ = 0j0na 

tionc sf^=Ji'\ et qiie la valeut de ^ doive être 
constai^ment entre ceïle de JT et celle de /^, Too 
aura nécessairement 

â^ = jŒ t-= -Œ k 

571; Llîi? 'ttèrûfés ^tWsèîi êfàht sù'ppbséés Jué ï*îg. 9I4 
dans le' rf*; (3^feg) , ôtf if)èut regâVdèlr fe$^dej4rM 
tDîi iS comme utie^fôtîfct?6è<ïé Pabscissé Côrréspon-» 
dante (26o)> et le désigner par #>»a7 s l'espace 
rf^P'JWsera une fonction semblable de;i;+Ax., 
" on aura donc 

£'=^(;t+ AA?) , et iè — Ê; ou AjS=^(à; + A:r)— <p^ 

== Aa?— — H • -r~r"*"* ••occ 

dx à ax* 

L^Vi^tàft^Iè PMKP^ q^^^e nous avods rtôWmé 
âàni la^Géomê^ié (32^) , recïàngle déficient , sera 
^l à:PifcfxPjPV«* 'OTT Tïxpression âîgébrîque 

Le "rectangle F MRP > ôii Ife j^éctangle exèéàent 



S76 LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

«era égal à PMxPP' ^ et son expression algé- 
brique sera 

si on met à la place de y sa valent qui est 

le rectangle excédent sera exprimé par 

Or quelle que soit la courbe proposée , on se coq* 
vaincra facilement que si les ordonnées vont en aug- 
mentant ou en diminuant depuis P Jf Jusqu'à /'"Jl'y 
le trapèze curviligne PJfcfilxP' sera dans les deux 
cas plus grand que le rectangle déficient, et 
moindre que le rectangle excédent; donc il sera 
toujours nécessairement enfermé entre ces deux 
limites. Si l'on représente le rectangle déficient 
par 1^, (1) le trapèze curviUgne par ^T , et le rec- 
tangle excédent par ^ on aura 

- dE Ti^d^E . • 

dx' 2 dx^ 

dx 

mais puisque le premier terme de la valeur de P^ 
égale le premier terme de JT , et que d'un autre 

(1) Si les ordonnées alloieht en diminuant depuis PM 
Jusqu'à FM, le rectangle déficient «eroit représenté par V, 
et le rectangle excédent par Y. 
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côté la valeur de Z est toujours comprise entre la 
valedr de y et celle de /^quelle que soitja valehr 
#de A ^ on a nécessairement c 

donc le dernier rapport entre Je rectangle excé- 
dent^ le rectangle déficient et le trapèze curvi- 
ligne est un rapport d*égalité : de Téquation pré* 
. cédente^ on déduit 

dE=^dx^ 

et en intégrant'^ 

E^fydx. 

37^. Si les ordonnées partent d'un même poînt^ I*»?- ^^ 
comme dans lés spirales ou les courbes polaires ^ ^^"^ 
l'aire de la courbe sera toujours fonction de l'abs- 
cisse correspondante ; pour la déterminer on mè- 
nera les deux ordonnées CM^ CP ^ et on dlécrîra 
du centre C et dès deux rayons CM=^yy CP=^y, 
les deux arcsJdm , Pp : la surface du secteur cur- 
viligne CMP, sera visiblement plus grande que 
celle du secteur circulaire CMm^ et moindre que 
celle du secteur CPp. Or si on désigne par E 
la surface de la courbe u4CM, et par ^ l'arc de 
cercle ^iV décrit d'un, rayon = 1 , cet arc sera 
l'abscisse de l'ordonnée CM , et E sera une fonc- 
tion de ^ : on aura par conséquent 

dE A** dPJS 

CMm^^—^^ et C^p =^-^f 

nais yc=jK4-Ap-^-|^...^&c. 

S S - 
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OB aun donc 

I 

dE 



r=X±i^.,. 



&0. 



Or le premier terme de la valear de-^ est le même 
qae celai de y, et (l'uQ f Ml^ o^é la valeur de Z 
doit être constamment renfermée en^i^ ^fik^ dq . 
ï^et ^} donc 00 a ((.m^c^ p%37i.) 

y*d4 
et enfila . JÇr^/,*? . 

ré^utfieuit. 1« radical eit s^ , ep II / 

i»« 5 •«« ••'. •••■ -- ■' ■ 
\ "^ ""ô — : ""• • • < • &o. 



cono 



DE MATHÉMATIQUE Ç. S79 

donc . 



*' 



. •^T" — '-^ — a "*- — ^ — X — • • • • + K 

La constante A: = o, parce que la surface du 
quait du cercle X"ikf r = o lor€<](QQ * 5;;? o. 

Lorsque or = a, la ^ri^ qii'on vieot ^ trouver 
donne le quart; dq b su^&ce du o^cle.; xmi pour 
lors TespajCe 

X'^Y=aA I — i — 2. _ J L, „.,&c. àfinfim. 1 

Ditns l'ellipse ;^ on a 

a 
donc ' ' * - . 

•*'- • y u. .'., r . 

f.ydx:=^'-f.dxV à" — ^?. ^ , 

* ) 
ce qui indique que la surface de Tellipse est à celle 
du cercle décrit eut te grand axe , comme Je petit 
axe est au grand axe : d'où il suit jque U quadrature 
du cercle donne celle de l'ellipse* 

L'ë<)uation à l'hyperbole rapportée aux asymp* 
totes est ^ ^ 

si Phyperbole est équilatère^j qn a 

«t faisant l«i paisfa|toer=s m*^ Té^aatio^i 4eY<«»" 

. S 4 



aSo LEÇONS ÉLÉMENTAIRES 

drazu =■ m*^ ou en changeant m enx ,etueitïy^ 

yx = m* e on aara donc 

dx 
Jy dx = m'/ — z = TO*log « + JC, 

Xc ^ • 

SI on compte lés'espacçs depuis TorigiiAe Cj on aora 

: /y rfx =^ G , lorsque ^=^ o, , -.o,., .. ; 

ce qui donné réqoatiôn o t= m' logo 4-'-K*î mai»' 
on ' sait* que fe log de ïero 'est rinfinî négatif: 
donc X^=i 4*htfinï , et, par conséquent, t^space 
compris depuis l'ordonnée Z Al , TabsèJase, j^2 y 
rasymplotejCA: , et la branphe hyperbolique ^ con- 
tmuee ft4 mnm-sr: 1 infini. 

Si on trai^sportfe Torigine des abscisses au 
point i, milieu de la diagonal» CN y et qu^Oa 
prenne la ligne ci:=m pour L'unité : on aura 

donc l'équation aux asymptotes pour l'hyperbole^ 
équilatère , rapportée au p<9nt î pour origine des 
abscisses 3 est >..•-—.. 

t^f.ldx'-^xdx'hx^dx — x^dx+x^dx*^^} 

X* X^ X^ X^ . - 

— 'og(i -f-ar) ( 103). 
on n'ajoute pas de cobstànte y perce que 

ï^g( i+^) = o, lorsque J7 = o. 
■ L'esjyaçé déymptotique MZI^^ estielog%- 
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n'tlime naturel ou de Nepper,de VdhscUse iz , 
parce que l'hypei^biole est équilalère ; tnais si on 
vouloît avoir Taire ^symptotique de l'hypeifbole Fig.34: 
E B j dont les asymptotes font entr' elles un angle 
jFCI)= ^^ilfaudroit multiplier la formule f.ydx 
et le second membre de Téquatioa intégrée par 
sin'^ : ainsi lesinus de l'angle (p tient lieu de module. 
Dans les logarithmes des tables^ le modale est 

0,45.4 2944.8. ... 

Or , dans les tables dés sinus naturels , ce nombrô 
répond à l'ançte de ^5'' é^' 25\ Donc les loga- 
rithmes ordinaires représentent les aires asynipto-' 
tiques d*une hyperbole dont^- la puissance est 1 , 
et dont l'angle des asymptotes est de ia5° 44' 25''. 
Dans la cycloïde on a 

d[y = rfjrl/i^— ?(3o«): Fig 37. 

X ' ■' 

&, on intègre par, partie la formule/j^ rfx , on a 

xy—fxd.y\ ' . 

substituant dans le dernier terme la valeur de dy , 
on a ' /"■ 

( fxdy,=f.dx {^^ax — x"":... 

rîntégrale de ce dernier terme représente visi- 
blement la surface de 4a partie du cercJle géné- 
rateur , correspondante à Tabscisse x :.donc la" 
surface du segment de tycloïd^' renfermé entre 
l'arc 5JP',Fordon'née i^^Tet ral>scbse fiJET, est 
égale au rectangle FH X HB ^ moins l'espace 
drculàire B KH : il suit de -. là qîie l'espace ex- 
térieur B OP = l'espace circulaire BKH. 
Four avoir la surface totale de la cycloide^ ou 
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supposera jrç=uî/Z?, = la.dfaai circonférence 
4u cercle géaérateur =s a 7 : oB£$ra 

x=z 2 a: 

donc !^ J?l>5= 2a*7— — ; 

Qt , par coDseqaent ) 

c'est-à-dire, qae la sarface entière de la cy- 
cloïde est triple du cercle g^iiératear. 

Soit Téquation de la coachi^ïde rc^pp^rliéM aa. 
rayoa vecteur j^M, cTt à l'angle MMJÙ'^ 

Kg. 29- vc;?:-î — sfcdifiûG): 

cos ^ ^ / 

on aura 

ces ^ COS f 

et 

^ .rf^ ** . rff _^ r,. <3P^ ^ ^y ; 

/.,y—= — /. — r- :±:aùr. H — fd^ 

a a co^* ^ COS 9 a 

= — tangprfcaô log tangf 45+-J+-"-* 

En prenant ie second terme avec lesfgûe + , on a 
la surfi&ce UJSM yi ç( en le pr^oi^iM: v^^o. £é 
si^e^j^ qaa 1^ «iurffw^e dS m: 
dpinc 

^=w à o 6 log taag\( 45^ -«t| p), 
- . Spît réqû^tjon des spijràle^ j r^ ^ ip** ( aoff ) >, 
dans laquelle ^ == r — 7- , et ^ un arc de eercW 
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dpm le ç^pq mt r , on ^ura 

' 2r ~ 2r "^(472+2>' Fîg.40. 

donc resjpace ^ 

dans la spirale d'Arcl^îmède ^ op a tz = 1 : 

donc CDN^=:Z^.' 

.• ■- ■ . ' . ■ 5' . ' ' .>.. . ' 

^'est-è-^>e, q«ç V^PW^CP^^ ftstjQ tiers 
du cercle u4 B ME^^ 

De la rectification 4^3 courbes. 

374. La rectification 4'une. açurbe consiste 
à trouver une Jigne droite égale en longueur à 
la courbe donnée. .Toute ïgne clDurbe peut être ^ig-.V^r 
regafde^ coftvjn^ uj^ P<^XS9W* 6*inp<«^ d'qn 
nombre infini de côtés infiniment petits. Chacun 
de ces cô0*, qn^Qi) pçut reg^ider cônjnie un élé^ 
inen%de k cajjf^e , est VhypojH[;(éBtrse d'un triangle 
rectangle iW/»r, dopt un des côtç^qst dx^ et le 
secobd dy : ainsi le petit arc d^ là courbé ^IRIrn \ 
que nous désign^toçs par 



ou ds — dx\/^ i^^i 
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et passant de la différemieUe à l'intégrale , on aura 



.=/.rf,i/.+g. 



D*où 3 suit que ponr trouver une ligne droite égale 
à un arc donné d'une courbe , il faut diflFéreotîer 
Téquation de Ul courbe , prendre la valeur da rap* 

port -j- 9 la substituer dans le radical , et intégrer la 

{IX 

fonction différentielle 

qui sera de la tonne Xdx^ oaYdjr* 

Soit la seconde paf^bole cubique ^ dont Téqua- 

Fig. 54. tion est y = px*z 

en la différentiant , on a 

5 y* dy=^Bpxdxt 
d'où on déduit 

Cette valeur substituée dans le radical , donne* 
on tiré aussi de l'équation de la courbe 



dx=ldy\/^^^^ 



donc 



/..«i/.,g=/;fi/*+^. 
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Vîntégrale de cette expression est visiblement 

PU + Szf+K: . 

et comme l'intégrale doit être zéro , lorsque y=Oy 

'^on déterminera 11 = =^ : ainsi Tarcdela seconde 

27 

parabole cubiquç répondant à l'ordonnée ^, est 
égal à 

^7^ p^ 27 37 l^ 4p/ j 

375- Cherchons maintenant la diiFérentielle de Fig. 71. 
l'arc ^ par le moyen de la méth#de des limites : si 
l'on suppose que l'ordonnée P^M' est à une dis- 
tance finie de P M , on aura la corde 

et le rapport de la corde M 3Ï à la perpendicu-* 
laire 



MR 



-^^-f. 



ce rapport est plus petit que celui de l'arc MM\ 
k MRy parce que l'arc est toujours plus grand que 
la corde qui le soutend :plus le point M' appro«< 
çheradu point JkZ , plus les deux rapports apipro^ 
cherorit de l'égalité, en sorte qu'ils seront égaux 
lorsque la différence de l'abscisse sera nulle : mais 
le rapport de la corde MM! à MR a pour limite 
le rapport de la tangente à la soutangente (agi) i 
qui , à cause des triangles semblables , est égal au 
rapport de la normale à l'ordonnée : donc la limite 
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du rapport de Tare M M! kMRy est' aussi égafe 
aa rapport de la normale à l'ordonnée. 

Désignons par s l'arc AM^ M M! sera désigné 

par A 5, et le rapport de Parc MM' kMR==^ — : 
la limite de ce rapport est exprimée par -—s* 

€IX 

l'expression dé la normale est 

on a donc ' 

et revenant de 1^ dIfFérentlelle à l'intégrale 



5 =f.dà\/^ 1 +-7^- • 

comme par la m.éthode de Leibnîtz. 

376. Pour détermineria dIfFérentielle de Rirô 
avec la même rigueur que celle des surfaci^s ; nous 
partirons du principi; d*Archimèc}e démontré dans 
la géométrie (ig8) : suivant lequel deux lignes 
courbes on coniposées de lignes droite j , ajràtlt hënti 
concavités tobmées du même côté et terminées^ 
aux mêmes points ; celle qui rénfernie les autres 
est la plus longue ;d-6ù il suit que l'uro MM" est 
plus grand que la corde , et moindre qne k sôtbftië' 
des deux tangentes Mr^ M'r menéësf ddx deu^ 
extrémités de farô et comprises eiirtre c&é ettré^ 
mités et leuc point d'intersection r. Si dii point r 
on suppose une perpendiculaire abaissée sUr ^Q\ 
on aura visiblement r Q' > r J^ ( géom. §f<ê) i' 
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donc Mr+rQ'>Mr+rM': 

et par conséquent la tangente M Q e8t>que Taro 
MM. ^ ^ ' 

Si on suppose une perpendiculaire abaissée du 
point M sur P Q , on aura* M Q <, que la corde 
MM'\AouCy à plus forte raison, M!Q < Arc MMi 
mais l'on a JW' Q=M' Q\ donc la tangent eJf'Q', 
est < arcifcf-M'. 

Cela posé , l'expression clé la tangente JW Q' est 

elle sera donc une fonction de TaFbscisse -^P = ;r : 
cous la désignerons par tpx : la tangente M!Q" sera», 
dans la même supposition 

^(^ + ^^)==^^+ à,xp\x +\.^ &c. 

Désignons* l'arc ^ M par S , on aura 

dx 2 dx 

Ainsi les valeurs de M Q\ AvcMM'l ^ Q" ^^w*' 
neront les trois équations suivantes : 

MQ'^fx 

Arc MJtf = A a? -— + . . . . . &c. 
dx 

MQ'^=^^x + àx^^d + .....Bcc. 

or, le premier teçme de la valeur de Jf'Q^ est le 
même quel celui de la valeur de M Q', et d'un autre ; 
côté l'arc M M' doit toujours être compris entre 
MQ, ou MQ"y et Jf <^: donc (lemifaen\ 571.) 

ds^ I. y/ dy* 
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I et par conséquent 

Exemples. Dans le cercle dont l'équation est 
y = V a^ — *•, on a 

, I y dy^ ad 06 

^ ^ dx- y/n^x^ 

différentielle qui n*est întéffrable par aucune deé 

^ " méthodes connues ; mais si on réduit en série le 

%^ 

Fîg,3, bînome (a* ^— a?* )' , qu'on multiplie par dx , et 

qu'on intégre , on aura 

Si on faîtx = a = i , et qu'on pousse le développe- 
ment jusqu'à ce que les termes qu'on néglige soient 
très-petits , on aura une ligne droite égale y à peu 
de chose près ^ aii quart de la circonférence : en la 
multipliant par 4 , on aura le rapport de la circon- 
férence au rayon. 

Dans la parabole ordinaire , dont nous feront 
l'équationy = -p x% on a 

f.'dx \/ X +2;=y:^(i+4i>'**)% 

et par là formule 1 1 1 (358), on a 

/. c? a? ( 1 + 4p* a;*)^ = T * C 1 + V *')"* 
1 - dx 

» Vi + Ap'x* 

poar 



1 
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pour avoir riotégrale de ce dernier terme , on fera 

d'où on déduit 

4pz 4p z* ' 

et enfin 

dx * 1 dz 

donc 

. dx I ' 

on aura donc 

2 4j5 

Dans l'ellipse on a 

la différentielle, de Tare sera donc 



ao? ^ .-1— ; Fi&. i6. 

si on suppose le dèmi-graïi^ axe == i > ef ^a demî- 
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«xcentricité j/x — è» s= c , on aura 

intégrale qu'on tie peut «voir* j>^r les règles précé- 
dentes ; il ftiut done réduire en série un des radi- . 
eaux : nous choisirons celui du numérateur^ -maÎB 
pour avoir des sériés très-convetgentes , ii faut (dis- 
tinguer deuk cas ;teTscju^ c est wï<B fraction très- 
petite , et lorsqu'il ne diffèrè.pàsTjeafticoup de Tu* 
Dite. Dans le premier cas ^ on aura 

Arc KM=%--;^^±=^: 

f ' 1 - ^ 1 .f / ^ • *^^ c « 1 

la 2 i . 2.4.'6 ) 

or il est visible -que chaque >,terme de cette série 

âx 
multipliée par — =:=- rentre dans la formulegé- 
V \ — x* 

irfttile/. -r-==tr=^ qu%)n pàït faffe^pendi-ede 

Kl— Jt* 

/ ■ ■ : (357) , fet rôn iSeht de vqir que cette 

V 1 — x^ 

dernière est la xectliicatio^ de Tare de cercle qui 
tépond à Tabscisse x\ 'cm ^©oHnoît donc toutes 
quantités qui entrent dansia valeur de Tare KM, 
et Ton voit en ménb «enpsrqlie la ^tisctiEÊomtùVL de 
Tellipse dépend de celle du cerclet 

Dans le sôcond cas > on-ifsetli'a I<i^ (bnctioa 
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isous la formule suivante : ' 






mais on a 



-i s=c+ ; 

la différentielle proposée se réduit doaç à 

1 — a? ^ .«-f-i 

développons le second radical suivant les puissances 
de 1 — c , et faisant pOHr abréger — — = n ^ an 
aura à intégrer * 



d 



a;j/in£f 



7 1 n 
r 3 1 +^ 



I.l 72* I.l.l 72^ 



r.+ 



série très-convergente , paîsqcre n est une fraction 
très-petite : on intégrera chaque terme séparément, 

en rendant rationnelle la firactionL/^ , alors 

Pintégrale de cliaquè tef^ede là sérié ne dépendra 
que des arcs de cercle , ou des logarithmes (355^. 

L'équation del^yperbole étant j^*=— ('x* — a*), 

faisant a== i , la-différentielle de son arc est 

Ta 



} 
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SI on fait 1 + ft* = c j la différentielle ci-dessas sera 

exprimée par 

i^ii:* — 1 

et se développera en ^érie, comme pour TeUipse* 
Dans la cycloïde on a 






et . intégrant Arc JBi^ = 2 V^s a ar ; c'est-à-dire , 
qa*un arc de cycloïde est égal au double de la 
corde coitespondante du cercle générateur, et, 
par conséquent , la cycloïde entière égale quatre 
lois le diamètre du cercle générateur. 
Soit pour dernier exemple Téquation 

qui est celle de la courbe , qu'une droite donnée a 
glissant entre deux lignes faisant entr*eUes un anglo 
droit ^ toucberolt continuellement : on aura 

^t par conséquent 
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Des surfaces courbes des solides de 
révolutioTt. 

377. Si Ton suppose que k courbe ']y^ MM Fig. /u 
tourne autour de l'axe des abscisses ^ P\ il est 
visible, i^. que, toutes les ordonnées dé la courbe 
perpendicuîaîre à Taxe A P^ décrivent des cercle» 
dont ces mêmes ordonnées sont les rayons : 3^. que 
Tare de la courbe MM' , compris entre deux or- 
données MP y M P' décrira , une zone ou sur- 
face courbe , qui sera d^autant plus petite , que 
l'arc M M' sera petit 5 3^. si on suppose cet arc ii>- 
fniiment petite et égal» V^rf^r^+rfj^*, lazwie sera 
un petit cône tronqué ^ dont la surface sera 

ce sera l'élément de îa surface courbe du solide 
engendré par la révolution de la courbe^ Jf,. 
autour de Taxe ^P : donc l'expression de la sur- 
face totale sera 

378. Soit (9 la surface décrite par l'arc ^ M% 
AiSsera la surface décrite par l'arc MM! : la sur- 
face du cône tronqué ^ décrite par la corde MJSl! ^ 
sera exprimée par 

* et celle du cylindre ^décrite par la ligne 

T 3 
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on a donc poar le rapport entre ce» deux surfaces 



et pour h limite da où rapport 



on a aussi (2) 



2 T A ;k: 



poar le rapport de la surface de la xone^ décrite 

par Tare MM khi surface cjUïîdriqae, déente 

d s 
par la ligne .Qiy et — pour la limite de ce 

rapport. Le rapport (2) est > aae le rapport f i) ; 



mais ces deux rapports approcherout d'autant plus 
de l'égaljté> qpe le point M sera plus près du point 
M^ c'est-à-dire que le rapport (5) a aussi pour 
limite 

on aura donc 

eu . 

« = 2 ^fdy Y j^Jt ^.* . ^ 

dx 

929. Déterminons encore cet élément , par une 
méthode [Slus rigoureuse. On vient de voir que la 
corde M M, et Tare quelle sputend décrivent 



Tune un cône tronqué , et Tautre une zone cur- 
vîlîgne. La tangepte M^ décrira 'aussi un cône Fîg.f^ 
tronqud> et UoATc^i* éxid^mnïÇQtqfi^ 1^^ «irfece de 
la zone décrite par V&cc MM' ^era pKis grande que 
celle du cO^e déficient, décrite pv la corde MM y 
et moindre qùè belle dU cÔne excëcfept-, décrire par 
la tangente iH Q': or on, sait par les élémens de 
géométcia. quc^ la sqrffce d'^A côpe tcojiq^é est 
égale à son apothème multiplié par ^a moitié de la 
sp«ip>e;(^ WQQii;^é/çwçs, des deu.x b^se^i; dc^oa 
Uswfec^4Bfi<?i^ï^tfi seirci e^^prin^iée par 

et la sarface,«xcéd;^ti!3 par 

Désignons k| première pvJT,. Vseeottd^ pa» /^, 
et la surface delà zone par Z. Développons en séri» 
}ea expvessîonadisadeiiiiafHa^tbêBp^f M.M 9 ^^ > 
en mettant préalablement à la place de ày sa va- 
leur Ajp -^4* i:^>/?^dé6igba Iq^ somi^^ 4& tous lea^ 

termes du développement qui suivent k premier ; 
nous ne développeront»- qu-'tHi, seul terme de chaque^ 
série , parc^ que c'est Iql sçul i^imr9^ besoin da- 
Gonnoitre; onauradiMic 

et 



T 4 



} 
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donc «..^.p^.,^ 

2' = A*-7-+ &c; 

ax 

CLX 

or les (léveloppemens des deax sorfaoes entre les^ 
quelles est comprise celle qa*OQ cherche , com^ 
mencent par le même terme, donc (lemme n'^Sji.^ 
on a _ 

de I jt dy*^ 

et par conséquent 

Exemples. Dans la sphère dont le rayon est âr|^ 
on a 

adx 



donc 



^dx^ + dy^:^y=^ 
ydx y^ ^ + ^fl=^^^^ 



et par conséquent 

Si Pon suppose AT = a ^ on a 

a Ta' 
pour la surface de la moitié de la sphère: donc 
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celle de la sphère entière sera 4 t a* = 4, grands 
cercles de la sphère, ou le produit de Taxe entier 
par la circonférence d'un grand cercle de la sphère^ 
Dans la parabole , on a 

ou ■ 

si on faît^ =; o, on doit afvoîr la surface = o j dona 

^4 6 , 

Dans l'ellipse dont l'éijuation est 

a 



on a 



donc rélément de la surface de Pellîpsoïde de ré- 
volution sera 

Soit a* — i*=c*, l'expression, précédentel de- 
viendra * 
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a* €' 

or 9 n esc YÎ^ble que cette intégrate est celle de Ta 

sar&œ d'un cercle , dont le rayon est — : donc si on 

c 

représente 1» surface de ce cercle par ^-^^ la sar« 

c* 

&ce entière de Tellipsoîdie riongé ,* oa da solide ^ 

engendré par nne ellipse tonmant aotoar de soo 

scanq axe ^ sera • 

c . 

SI Tellipse toomoit sor son petit axe , elle decri* 

roit nn ellipspjde applati ( sei(|bliikl^ à la fignre de 

Ta terre) : oa aoroit Télément de sa surface, en 

mettant dans la précédente ( à la place de a ^ et 

réciproquement 9 ce qui donnera 

V' ■ /-^ 

«oit — = OT% et y m*-^s* + z ; 

C • . 

on en déduit 

m'— ^^ , > /i^*+zK 

az . \ ^' / 

m* — z* , /»' + -s* m^ — ^^ , 

== -, ^ m log- -r =; -^ -— 771 log z: 

=F ar l//w* -t Of' — 7»log( l//»* + »*— i): 
donc on a 
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sî on fait x= h , on aura la surface entière de l'el- 
lipsoïde applatl 

et sî ft = a , on a la'sqrface de la çplière = 4 a* ^ 3^ 
comme ci-dessus. , ' 

Cubature des solides de révolution. 

^80. Sî Ton suppose le solide de révolution dé- 
composé eu une iBflnité d^ tranches parallèles 
entre elles, et d'une hauteur infiniment petite; 
chaque tranche pourra être considérée comme ui^ 
élément du solide ^ ^t si on désigne par y le rayon 
de la base de chaque tranehe^ et sa hauteur par 
dxj on aura tj^ dm pour la solidité de félément ; 
donc la solidité totale 9tn^ 'jrfy^dx. Si on veut la 
chercher par la méthode des Kmites ^ on appellera 
T le solide engendré par l'espace ui P M dans sa Fjg. 71. 
révolution auloor de lane ^ P : ce solide a pour 
différence le solide engendré par le trapèze curvi- 
ligne P P' M'M^il aéra donc exprimé par A T, et 
son rapport avec le cylindre engendré par Je rec-* 

aT 
tangle PP/Q 4? S5:^r— (1). Le cône oblique en- 

TT A X 

gendre par le trapèze rectilîgne . 
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PP'JWM^^ tr'+JT'+y'} (géo». 555} 

Le rapport entre la solidité de ce cône tronqué et 
ceHe da cylindre engendré par le rectangle PJP" QS^ 
est 

Sy + SyAy + A^ 

la limite de ce rapport est ^ : le rapport (i) est>^ 
^ae le rapport (û) , mais ces deux rapports appro- 
cheront d'aatant plos de Tégalité , que le point 3f 
sera pins près do point JU^ et ne seront rigoarea- 
sèment égaux , que lorsque Ayet Ax seront zéro i 
c'est-aHiîre que pour lors on a 

dT 



et par conséquent 

T = ^f.y-dx. 

Soit enfin 1^ le cylindre engendre parle rectangle 
PP RSy que nous nommerons le cylindre déficient. 
Soit V le cylindre engendré par le rectangle 
PP'MR que nous nommerons cylindre excédeDt. 
Soit rie solide engendré par Tespaca^P^, aT 
sera le solide engendré par le trapèze curviligne 
PP' MM! : et comme T est une fonction de x^ 
on aura 

J rp 

Ar=Aa?. -7-+ &c. 

ax 

Le cylindre déficient ^era exprimé par ^y^A x . . • * 



DE MATHEMATIQUES. Soi 

Le cylindre excédent , par x j^*a x : on aura donc 

Y=Ty AX y 

dT ^ 

dx 

V = Tj^» A ;c + . . .. . •&€. 

et puisque les premiers termes de l^et /^sont les 
mêmes ,. et que d'un autre côté la valeur de A T 
doit être toujours comprise entre celles cl'I^et de f , 
on aura ( lemme n"* 57 1 . ) 

, dT 

-— = crjr» ou c?r=Tj/'*dfAr, 

€1 X 

et intégrant r= ^/j^* dx. 

Exemples. Dans la sphère on a 

y*t!=i<iax — a?*, 

en supposant Torigine des abscisses au sommet da 
diamètre j donc 

-, 5 9r a a?* .— cr x' 

et si on suppose a: = 2 a , 00 aura la solidité de la 

Sphère = =Ia surface multipliée par le tier^ 

du rayon. 
Dans le paraboloïde ^ on a 

y*=:px: 
donc 

- TpX* I 

c'est-à-dire que là solidité du paj:aboIoïd^ est k 
moitié du cylindre clrcoDscrit. 
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Dans l>dHipsoïde alongé , on a . 

et par conséquent 

T^^ — ( = J: 

donc la solidité totale =* — - — : on aura celle de 

ô 

celle de relllpsoïde applati en mettant & à la place 

de a , et a à la place de & ^ ainsi la solidité de Vellip» 

soïde alongé / est à celle de Tellipsoiâe applati , 

.: ô : a. 



CHAPITRE SECOND. 

De l'intégration des différentielles à plu-- 
sieurs vmiabies^ 



varij 



)Sl* Soit une fonctbn queloon^pie des àenx 
. -.niables x , ^ , que nous désignerons par F ( x^y ) : 
d'après les règles tfe la diffiérentiation , établies 
n*". (ayô) j la différentielle de cette fonction sera 
''composée de deux sortes de termes , les uns multi- 
pliés par dx j\es autres multipliés par dy. Soit , par 
eiremple , la fonction xjr^+xy + or' j sa diflFérea- 
tieUesera 

( 2 xy-^ x*)djr + (j^+2xy + Sx'')d3(:. 

Si on désigne la somme de tous les termes qui mul^ 
tiplient dy par M y et la somme de tous les termes 
qui multiplient dx par iV, la différentielle proposée 
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pourra se mettre sons la £orme Mdy + Ndx ^ 
dans laquelle Met N sont appelés les coefficients 
ârfFérentiels de la fonction ; ainsi Pon aura 

d.Fixyy)^Mâf + 2fdx ^ 

et par conséquent 

J^(^,y)=f.iMdy+]>rd^), 

ou f.Mdy +/Ï9dx. 

Xre tètmé Mdy est la différenftrëlle delà Tottctiôn , 
en ne faisant yarifer q^ey, et le terme Ndx est la 
xiiliéf erftietle'de ia -même fofsctfota ^ ^he -en ^e fai>- 
sant varier qpe 07. 

On ne peut intégrer que les fonctions qui sont des 
difFéreÈhtielles exactes , comme en arithmétique on 
rfe peut ^xci^&lite lés -racrnds que des »o)zi2>r^ qui 
•'sofit des paksaiiocfs pat^faites'r or , poufiqci'tFtièfeno- 
tîotî différentielle 5 adh «qtie M*dy ^ Ndx^ «ok 
tine difFéremiette i^aCJte ^ il faut qu'il y ï(it entre 
Jes CôëfiicieûtsJ^., i^^certaioes relations qu«tioas 
allons faire connoître. 

382. En déveloja^paBt fix-^k^y + p), que 
nous avons représeTitée par ^ ^ selon les puissances 
de '^ , et o , (Soi.) on a eu . , 

y/âz\ /^dz\ lt'/d*z\ , / â'z \ 

+1(370+ «'^ ^ 

et si H^n ëht 4nîfi rfsr, irf^ , à la fAdCcet de.^ et > ce 
cjui est absoluiçent égal., les deiixtiermes 
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sccoient ceux que nous désignons ici par 

Ndx+ Mdy-y 
ainsi , ces deux termes forment une différentielle 

exacte. Le coefficient différentiel -r — ;- n'est autre 

chose que le coefficient différentiel de —, onde N, 

différentié par rapport à dy; il pourra donc être dé- 

dN 
signé par --z— y selon la notation établie (5oi) : 

mais le même coefficient -= — p- peut être consi- 

dydx ^ 

. . , / dz 
déré comme le coefficient différentiel de -r- 9 ou 

dy 
de M^ différentié par rapport à x : car pour former 
ce coefficient , il faut prendre la fonction z et la 
différentier d*abord par rapport à x , et différen- 
tier ensuite cette différentielle première y par rap- 

{>ort ky:\a première différentiation donnera i^J^^ , 
a seconde donnera 

mais comme il n'est pas possible de faire les deux 
differentiations à-la*fois , et que rien n'exige qu*on 
commence par une plutôt que par l'autre ; il est 
évident qu'on parviendra au même résultat en 
commençant la différentiation par y^ et ensuite 
par X ; comme en arithmétique il est indifférent: 
de multiplier un nombre, d'abord par a, et en- 
suite par À , ou de commencer la multiplication, 
par b , et ensuite par a ( i). 



(i) Dans presque tous les livres élémentaires on suppose^ 
, saos le démontrer I i^. que le produit de deux nombre^i 

Si 



donc 00 a 
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Si on difFérentle la fonction z en faisant varier^, 
on aura 

Mdy; 

ce terme difFérentîé de nouveau en faisant varier x, 
donne 

dM_dN 
dx dy " ^^^ 

c*est-a-djre qqesi Mdy-^Ndx est la différen- 
tielle exacte d'une fonction de at et j< , la diffé- 
rentielle de M prise ^ ne faisant varier que x 
dok être égale à la différentielle de N prise par 
rapport ky : l'équation (i) est appelée Féquation 
die condifioD* 

Exemples. i°. Soit a?"""y""'' ( my dx+nxdy) , 
qui est la différentieille de or"* j^" : on a 



M=znx'^y'"^\.. 

dJU 

dx 



N=my''x*"\.. -j—scrnmj^*^' «"*-'..•, 



et -^ = iï.i?i^'"-'j^"-*. 



demeure le même quoiqu'on cbange Tordre des facteurs ; 
c'est-à-dire que ab=ba : 2?*. qu'on peut multiplier entre 
eux, dans tel ordre qu'on voudra^ plusieurs membresj sans 
quejeur produit change ; par exemple ahc=iacb = bac 
z=ibca=^cab=cba.., D'Alembert a fait sentir la néce^ 
site de démontrer ces propositions* ( Opuscules , t. 8. ) 
Legendre en a donné une démonstration rigoureuse (Essai 
sur la théorie des nombres , page 1 }« 

IV, y • 
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2". Soit"^- -, qui est la différentielle 

de Tare, tane - : on a 

y 



dM « â«* _ x'—y 



rS 



^^ dj~y+x^ {y*+xy cy+«*y' 

383. Lorsque l'équation de condition est rem* 
plie , il est facile d'intégrer une fonction différen- 
tielle à deux variables. 

En effet ^ si on ne considère la différentielle de 
i^ (x, ^ ) ou de z que par rapport à^ ^ on a 

— dy^Mdy. 

donc l'intégrale de — c?y, par rapport à dy, ou 
dy 

z ='f.Mdy+ une constante qui peut être fonc- 
tion de X ^ puisque x a été supposée constante 
dans la différentiation. Nous représenterons cette 
fonction de x par X\ et comme on prend les inté^ 
grales tantôt par rapport à j^, tantôt par rapport 
à X , nous désignerons les deux intégrations par-- 
tielles par les deux signes 7?" ,/*• Ainsi en aura 

z^fi.Mdy^-X^OMz — f'.Ndx+Y: 
on déterminera X par la condition suivante : 
dz 

-y dx:=Ndxi 

dx 
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dx 



dz 
maïs— dAr= aussi. cP" .7? JHc?^+rfX, donc on 



aura 

dX=^Ndx — ^.fiMdy^, 

et en intégrant eax^ 

X=f.{N dx — dr.p Mdy). 

Chaque signe d'intégration se rapporte à la somme 
de tous les tonnes qu'il embrasse. 

On petit abréger l'expression en représentant 
/^.ikfrfj' parw, onaura 

d'.pMdy^^dx, 
dx 

et par conséquent 

et z^fy.Mdy^f'{N-'^^dx'\'k. 
Exemples. On demande l'intégrale de la fonction 

, dM dN 

On commencera par s assurer que -7-"= "T" • on 

^^ CL y 

intégrera ensuite le premier terme en regardant x 

comme constante 3 et puisqu'il ne contient d'autre 

variable que y 9 on y appliquera immédiatement 

lès méthodes indiquées d^ns le premier chapitre j 

on trouvera pour intégrale 

y^-^-x^ x"" y 

y-^x a 

Va 
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pour déterminer Xj on prendra la valeur de If y on 
en retranchera la différentielle en x" , de TintégraFe 
qu'on vient de prendre en y , et Ton aura la dif- 
férentielle de dX =+!ixdxî dcNQO 

et par conséquent 

y-^x a 
Soie pôor t«co«l ecenple , 

ax^dy^^ayxdx 



dz 



(*-+r)J 



dM 



qoi est une différentielle exacte^ parce que -— 

dtr 

= -L— ..On prendra Imtégrale du premier terme 
par rappMt à ^ ^ et ion, aura 



on différentîera cette intégrale par rapport à x y 
on aura 

ayxdx 

on la retranchera de là valeur de jV , et l'on aura 

dX:^Oy 

et par conséquetit 

donc l'intégrale demandée est 

y *■.+/■ 
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384. Les obs<àrvations précédentes sur les inté- 
grations d'une fonction à deux variable^ trouvent 
leur application dan^ l'intégration des différen- 
tielles secondes des fonctions d'une seule variable; 
car soit la différentielle seconde 

qu'il s'agît d'intégrer, Jlf et N étant fonctions de la 
seule variable x ; en regardant d x comme une 
nouvelle variable y , on aura 

^xzzzdxh 

donc la différentielle pourra se mettre sous la forme 

Mdy + Nydx: 

or pour que cdle-cl soit istégrable, il faot que 

dM rf(jy» ^ ^ . 

-— • = \ i et parce que Jf et iv ne sont fonc- 
dx dy 

tiens que de Xy on aura 

dM — Ndx; . 

condition cécessaire pour que ill^j^-l-JVic/x'* soit 
une différentielle exacte. 

Si cette condition a lieu, on aura 

"Exemple. Soit la différentielle 
{i^o^x^Zbx^)d^x-\-{£^a^\Ç^hx)dx\ 
qui est întégrable, parce qu'on a 
NdxTSEidM: 
son intégrale sera donc 

(4a*x+dbx')dx+k. 

Y 3 
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Si on suppose la différentielle première de x cons^ 
tante , on aura 

f.Ndx'=dxfNdx, 
[+ une constante qui pourra être fonction de dx^ 
385* Lorsqu'on différentie plusieurs fois de suite 
une même fonction de ar , on suppose ordinaire- 
ment que dx est constant; ainsi les différentielles 
des ordres supérieurs d'une fonction de x se pré- 
sentent ordinairement sous la forme 

et si on appelle^ la fonction primitive^ on a les 
équations 

^y—Y ^y—jT ^^y—TT. 

or il est facile de remonter par des intégrations suc- 
cessives , de la fonction différentielle à la^ fonction 
primitive. 

Soit la première fonction 

^, = A , ou 3— = Xdx ; 
dx^ dx 

on voit facilement que ~- est l'intégrale du pre- 
mier membre lorsque dx est constant : on a donc 

multiplions les deux membres de cette intégrale 
^ par dxy nous jurons 

^ dy^=idx pXd-^-kdx , 
et intégrant de nouveau , 

y^zj.dxfXdx+kx-i-k^ 
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On peut ramener cette intégration à deux inté- 
grales simples en intégrant par parties ; car si on 
suppose que l'intégrale deJXdxestP , celle de 
fdx XP sera 

px — f.xdP=xfXdx — f.Xxdxi 
on aura donc 

y'=^xfXdx — fXxdx-^-kx-^-k'. 

L'équation différentielle du troisième ordre 

3—3 = X, on -7- = Xdx 
dx^ * dx* 

étant intégrée, donne 

multipliant par dx^ et intégrant de nouveau , on a 

dy n j» ^ 

'-^^=^xfXdx — fXxdx-^hx+k' T 

multipliant encore par c?^5 et intégrant, on a 

k 
y=^{x'fXdx^QxfXxdx+fXx^dxJ+— x' + Jk'x+Jlr. 

Les trois lettres ^, A', k^, sont les trois constan- 
tes arbitraires introduites par les trois intégrations. 

En suivant toujours la même méthode , et inté- 
grant par parties , on . trouvera que l'intégrale de 

V4 
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et amtt 6e» àtitres. Revenons à Tîntégration des 
fonctions à deux varfables. 

386. Lorsque les coeffidens de la fonction dif^ 
féventieWe Mdjr+Ndx n'ont pas les conditions 
indiquées (582) , la fonction n'est pas génér^ement 
întégrabte^ mais elle peut le devenir dans un grand 
nombre de cas par les différens rapports qnî peu- 
vent exister entre M, N, et le coefficient différen- 

tîel -7-. Supposons que l'on ait entre ces trois quan- 
tités l'équation 

iM — +JV^c=o, cnMdy+Ndx = o^ 

^M,et N étant des fonctions confines de ic et y , ou 
d'une des deux variables seulement , et cherchons 
l'équation primitive dont celle-ci tire son origine. 
Le moyen le plus simple qui s'est offert aux ana- 
]ystes,.a été de séparer les variables ; c'est-à-dire 
de jpartager l'équation en deux membres qui ne 
renferment l'un et l'autre qu'une variable avec sa 
différentielle j lequation séparée sera de cette 
forme 

JCdx = Ydy, 
X étant une fonction de x et de ponstantes , et Y 
une fonction de y et de constantes : elle sera par 
conséquent intégrable par les quadrature^ 
Soit l'équation 

x'^dx^ydy: 

la séparation est toute faite ^ et l'on aura en 'mié* 

grant 

m+i 72+1 
&i Ton a l'équation 

jydx — ^rfj/ = o. 
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]a séparation sera très-facHe à effectuer; car en 
divisant les deux termes par xy^ on a 

dx dy 

et en intégrant ^ 
' log4f — logj^=:log*, 

ou en repassant des logarithmes aux quantités , 

^ y 

Quoique la séparation des variables soit généra- 
lement difficile, et très-souvent impossible , on peut 
cependant assigner deux cas très-étendus où elle 
réus«it« Le premier de ces cas a lieu lorsque les 
coeffîciens ae Téquation différentieUe sont liomo'» 
gèues en :r et ^y ou qu'on peut les rendre tels; car 
si tous les termes sont d'une même dimension us 
en ^ et y, ep faisant jcr^j';?, ils seront tous multi- 
pliés par j»^, et par conséquent si on met Téqua- 
: tion différentielle sous cette forme ^ 

N 
le dernier terme -^ sera une fonction de la seule 
M 

variable z ; nous la représenterons par Z ; l equa* 

tion deviendra donc 

dy'^Zdx=^oi 

mais dx=ydz-¥zdy y àono 

dy{i 'hZz)+Zy rf« = o , 
et par conséquent ^ 

dy Z dz 

y i+Z z 

équation toute séparée. 
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Sait l'équation homogène de la dimension i$ 
(x — ny) dx +^rfj^ = o: 
en faisant x^=y%^ 

on a {z -^ n)y dx + y dy = ô f 

et divisant par y^ {z — n) dx -^ dy = o : substi- 
tuant^ dz + z dy à la place de dx ^ on a 

(z — n)y dz -{^ (z' — /ïz+ i) dy = o ;. 

et en séparant les variables 

dy dz{z — n) 

h — ; — =or 

y z — nz + I 

équations qui s'intégreront facilement par les qua-- 
dratures (553). 

Soit encore l'équation homogène de la dimen- 
sion u j 

{my?''\'nxy) dy+{ax*+by*ydx= ot 

en faisant x =yz , on aura 

(m + nz)dy + {az^ + b)dxc=:o , 

et mettant j^ dz + zdy pour dx y ona 

iaz^+{b+n)z + m)dy+(az^+à)y dz = o, 

ou 'en séparant 

dy {az*+b)dz 

y az^ + {b+ n)z + m 

387. On peut encore séparer les variables dans 
toutes les équations comprises sous la forme sui- 
vante : ' 
dy •+■ F y dx = Qdxy 

dans laquelle P et Q sont fonctions de la seule ran 
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rîable a?, et de constantes : on ferai , selon la mé- 
thode de J. Bernoulii , j^ = uX^ pétant une fonc- 
tion indéterminée de «^ et z^ une nouvelle variable 
introduite dans Péquatlon ; on aura la transformée 

JCdu '+-udX+ uPXdx r= Qdxj 

et si on fait udX= Qdx , et Xdu+upXdx = o , 
comme on en est le maître , k cause de Tindéter- 
mînée u y on aura deux équations pour déterminer 
JSC et 2/ ^ la seconde donnera 

du 

— =^'^Pdx^ oulogz/ ^^'-^JPdx^ 

et en passant des logarithmes aux nombres 
' u=^ ^-/p<fa ^ substituant cette valeur de u dans la 
première équation, et intégrant^ on a 

X^fQdx.cf'^^'^hi 
donc 

y^uXy = e-f^'^'{hJtfQdxer'^^') : 

nous n'avons pas ajouté de constante datis l'inté- 
gration qui a donné la valeur de u^ parce qu'elle 
est renfermée dans A: , et que d'ailleurs la proposée 
n'étant quç différentielle du premier ordre, son in- 
tégrale ne demande qU'une constante arbitraire. 
L'équation 

dy^Pydx = Qdx 

est appelée équation linéaire j parce que la varia- 
ble j et sa différentielle ne s'y trouvent qu'au pre- 
mier degré 5 mais son intégrale représente souvent 
une courbe transcendante : sa dénomination seroit 
plus exacte si on Tappeloit éçi^ation du premier 
degré et du premier ordre, ( Voyez Lacroix , 
seconde partie, page 225.) 
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Noas observerons aussi que i équation 

y^"" dy-^Py^dx — Qfdx 

se ramène facilement à la précédente; car en divi- 
sant d'abord par j%et faisant ensuite j/''"'""=js, on a 

dz+(m — n)Pzdx=z^m — n) Qdx. . 

Exemple. Soit Téquation - 

dy^+y ds'=ax''dx'y 
on a ici 

donc 

y^e-'ik^afe'x'^dx^i 

or le terme f e' x'^dx est facile à intégrer (36i), 
donc on aura facilement la. valeur de j^. Sîm=o^ 
y=^a+ke". 

Les deux cas que nous venons de faire connoître 
sont les seuls où la séparation deé variables est gé* 
néralement possible 5 s'il se trouve quelque équa- 
tion particulière qui admette la séparation , ce sera 
parce qu'elle pourra être ramenée à une des deux 
formes précédentes. 

388. Il existe encore un moyen d'intégrer les 
équations difFérentîelles , qui consiste à le5 multi- 
plier par un facteur qui les rende des différen- 
tielles exactes/On conçoit, en effet, que si Mdy 
-i-Ndx est la différentielle exacte d'une fonction 
de AT et ^ , et que M et N aient un facteur com- 
mun , ce facteur di'sparoitra dans Téquatioa 

dy N 

en sorte que si on désigne par m le quotient de 
— , l'équation dy+mdx=:o ne sera p||^s une 
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difFérentîelle exacte; mais elle pourra Je devenir 
en rétablissant le fitctear qui est censé avoir dis- 
paru par la eEvision ; toute la difEcuIté consiste à 
trouver le facteur. Jusqu'ici on n*a pu le trouver 
généralement que pour te» deux cas qui admettent 
la séparation. 

Exemple* L'équation 

ydx — xdy^^o 

ne peut pas s'intégrer immédiatement ^ parce que 

I, . . Il- ^^ ^^ . 
1 équation de condition — -— = —— n est pas salis^ 

dx ydy \ 

faile; maïs si on loal^jpUe l'équation proposée par 
Je facteur — , on a . 



=:;o, 



qui e$i mie différentielle exacte, parce que -yi^ 

dN 
=s -7— : son intégrale est visiblement 

î = t(386): 

y 

pareillement l'équation 2 xrf^ + 3yt/A: = o n'est 
pas une différentielle exacte; mais si on la multi- 
plie par x^ y^ elle le deviendra^ et son intégrale 
sera 

y*x^==k. 

La méthode de rendre intégrâble une équation 

différentielle en la multipliant par un facteur con- 

% venable, est due à Euler; mais la difficulté, oU 

l'impossibilité de trouver ce facteur, la rend d'un 

usage très-limité dans les applications du Calcul 
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Intégral ; c'est pourquoi nous ne nous y arrêteroM 
pas davantage: Nous allons terminer ces Leçons par 
quelques problèmes de la méthode inverse des 
tangentes. 

389. On appelle méthode inverse des tan- 
gentes , Tintégration de toute équation différen- 
tielle du premier ordre , parce que dans Tori- 
gine des nouveaux calculs, on appela méthode 
directe des tangentes, la méthode de déterminer 

dw 

^ , par la différentiation de réquatîon d'une 
-dx 

courbe (387) \ et par la même raison, on donna le 

nom de méthode inverse des tangentes à la mé« 

thode de remonter de la valeur de — à réquation 

primitive : ainsi les jproblêmes suivans regardent la 
méthode inverse des tangentes. 

Problème premier. Trouver la courbe dans la- 
quelle la soutangente est égalé a une fonction don- 
née de l'abscisse. 

Soit Xla fonction donnée de ;c, la formule gé- 
nérale des soutangentes est 

ydx 
dy ' 
on aura donc Téquation 
dx 



d'où on déduit 
et en intégrant, 



dy dx 
dx 



« 
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Supposons i"". que X = 2x j on. aura 

\m on désigne la constante Jt: par log j9^ on aura 

2.1og7 = logp:r, . 
et repassant des logarithmes aux nombres , 

y=px, 

léguatîon de la parabole, 
a* — a:» 
a''. Si X= , on aura 

X 

^ — xdx 1 , ^ * , I f 

/. ^-j j. == - log a*— ^*+log k : 

a* — X u ^ 

donc 

m mettant — à la place de k. 
a* 

3°, SI ^ = /?} ^ on a 

dx x 

J — — — ••• 

mm 

' X 

done Iogy = — , 

m 

^t par conséquent 

équation de la logarithmique. 
, Problème second. Quelle est la courbe dont 
l'espace compris entre Tare , l'ordonnée et Tabs- 
^iase , est égal aux deux ti^rs du rectangle de l'or- 
donnée par l'abscisse ? 
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Les conditioDa da problème donnent réqoailoa 

donc en dlfFérentiant , 

ydxs^^{ydx+xdy)jOajfdxs:^%siy. 
et par conséquent 

a — = — t on logy =E= logpx} 

y X ^^ air 

et enfin f 

y^ — px.' 

Problème troisième. Qadfe est la cotirb<e <f<» 
la tangente est constante et égale une L'gne don 
née a? 

L'expression générale de la tangente est 

ds 

on a donc Téquation 

ds 



d*où on déduit 



et en intégrant 



y^='" 



dy^ 



d9 



y a ^ 



y = t e^: 

aînsi cette courbe est une espèce de logaritM 
que , dans laquelle les arcâ de la courbe désig^ 
par s y sont les logaritjimes des ordonnées <M\ 
pondantes. 

Si on veut avoir son équation exprimée en x < 

on mettra V'dsF^Çly'.k la place Aeds , et s^ 
rant les variables, on aura 
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L ■ ' y y" 



ono 



dx^ -VoV— I : 



'4 îsonô Va^u* — i=:je~aw, d'où on déduira les 

[ aleUrs suivantes : ' . 

,.• __*+** >_ aoig ^ du__ lta{i — z*)cfe 

ï/a'tt'-- »=« — a»g=i--' i 

! , donc - • 

* et intégrant, 

* ta 

I = IC— fl log (a «+ V^a*»* —1) — — 



= -K-«Jos( jj+^V^a^-J'-)- ^+V5 



et enfin 

La constante K a été déterminée par cette condi- 
tion que lorsque x=Pjy=a... La courbe dont 
noua venons de trouver Téquation est appelée ^roc- 
taire ou tractrice s on peut la concevoir décrite par. 
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un corps pesant attaché à une dés extrémités d^an 
fil , tandis que Tautre extrémité parcourt une ligne 
droite , tracée sur un plan horizont^. L'origine des 
abscisses est au point où le mouvement commence^ 
c'est-à-dire au point où le fil tendu est perpendicu- 
laire sur la ligne? 

Problème quatrième, (^elle est la courbe dont 

Fîg. a. '* «urface comprise entre l'arc , Tabsdisse x , et Tor- 

donnée y , est égale à la partie ^V M P d'an 

cercle dont le rayon est a^ et l'abscisse ^'P est 

égale à l'ordonnée y de la courbé ? 

L'aire de la courba, est exp rimée pa r J.y dx ; 
celle du cercle le sera par /djjft/a'—^*} on a donc 

d'où on déduit 

y 

qui est l'équation que nous venons d'Intégrer. 

Problème, cinquième. Quelle est la courbe gai, 
tournant autour de ^on i|xe, engendre une surface 
égale à la surface convexe d'un cylindre dont la 
hauteur est égale à l'ordonnée de la coarbe^et le 
rayon delà basé ésal à une ligne donûée^a? 

L'expression de la surface des solides de révolu- 
tion .est _\ 

\ CL X 

celle du cylindre est 

on a ^onc l'équatîonf 

, , dy ds 

yds=:aay^ et — = — j 
y a 

en intégrant. 
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même équation quç cj'*de,ssus« 

Problème sixième. Quelle est la courbe dont 

3 

l'arc s est égal à | Vax^ ? 
On a 

^____^ 3 

donc Vrfl^H^ÂTpF^rfArl/^f 

et d;t:*+rfy = c?it«.r^ V... 

4'où où déduit , 

et parce que \x ^dx est la différentielle x\^ on 
aura en intégrant 

Problème septième. Quelle est la courbe dans 
laquelle l'ordonnée est à la soutangente :: une 
I;gne donnée at à l'ordonnée diminuée de Tabs- 
çîsse? . 

Soit «1*îabscîsse, y Tordonçée^ et*^— la sou- 

tangente : on aura 

y*-^ :ia:y-^Xj oady làxllaiy^^xi 

donc 

adx==ydy^-^xdy , et adx+xdy^ydyt 

en lai compar^nt-à dy-^Py dx^=^ Q d.x , on aura, 

X 2 
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eo mettant^ à la place de x,etxk la place de^; 

a a 

donc 



X 



= e"^« ( *+/^>'^-) ^=y — a+it e"" •. . . 



Ce problème est un des premiers qui ont été résolos 
par la méthode inverse des tangentes ; il fut pro- 
posé par de BeaunTe aux géomètres de son temps. 
Jacques Bernoulli l'énonça d'une manière plus gé- 
nérale. ( Voyez Lacroix y Calcul Intégral ^ p. 298, 
et les Leçons de Marie , p. 473 , probl. Ç. ) 

Problème huitième. Démontrer par le. Calcul 
Différentid-et Intégral le théorème du n**, 176; 
savoir que dans l'eUipse la somme des quarrés des 
diamètres conjugués est une quantité constante. 

Il a été démontré (175) que le triangle FCF 
est égal en surface au triangle RCK\ donc si des 

I)oints P' et iî' , on abaisse les deux perpendîcu- 
aîres F^ m^Kn^ sur CP prolongé et sûr CR , on 
aura 

CPyc.P'm=CR^Rn. 

Soient les deux diamètres conjugués CR=:f ^ 
CP=gi les perpendiculaires /î'/2= jt? , P'm = z^ 
les diamètres C/f, CJP' infiniment près des pre- 
miers =/-— df^ g+dg, on aura donc 

gXJs—fXxi 

maïs d'un autre côté Tangle P'Pjn = 2î CP , et 
ICRn=^ aussi RCP, donc - 

P^ m R' n z X 

'p^^Wi''^^di"^zrdf 
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«t par coDséquent 

Cette valeur substltaée à la place Aez, donnera 

et par conséquent 

ou en intégrant > 

ce qu'il faHoit démontrer. \ 

Si Ton prend pour diamètres conjugués le grand 
axe et le petit axe ^ on aura> 

donc . /•+^*=a*+**(i76). 

On démontreroit par un calcul semblable^ ^e dan#^ 
Fl^yperbole la différence des quarrés des diamètres 
conjugués est constante. 



X 3 
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ADDITION. 

Problèmes relatifs à la Trigonométrie 
sphérique. 

On trouve dans la Géométrie de Legendre une 
solution simple et élégante de ces deux problèmes: 
celle qui suit servira d'exemple pour appliquer le 
Calcul Différentiel à ces sortes de questions. 

Problème preinier^ 

De tous les triangles spkériques formés avec deux 
e6tés donnés a, 6, et un troisième c^ à volonté^ 
déterminer celui qui aura la plus grande surface. 

Solution. La surface d'un triangle sphérique 
quelconque a pour mesure l'excès de la somme de 
ses trois angles sur deux angles droits ; c'est-à-dire 
que Ton a •y=(-^+JÎ+C— w), en faisant ie 
rayon =s i. ( Géom. Sog. ) 

Mais si l'on veut faire entrer les c6tés a y b dans 
l'expression de la surface ^ on aura , par une des 
analogies connues de Nepper 

yf-^B C a — h a+ô 
tang — : cot — :: cos ,: cos ^ 

2 2 2 2 

ce qui donne 

a— 6 

tang = cot — X -;--. . . . . .(i> 

2 2 . a+* 
cos 
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d'un autre côté on a 






^+5, c 

tang htang — 

ou col^= A__ £: 

1 —tang tang^- 

substituant dans cette expression celle de 
tang 9 et réduisant y on aura 

cot-cot — I-COSC5 

— cotiS= ^— 4t; 

sip C 

en difFérçntiant cette formule , et faisant 

cot - cot - constant j et sm C^ cos C variables, on a 

.2 2 

' ^ . '^^ = — ^^rsin*C4- cos*C) — cosCcot- cot - = o, 
dCsm'^y V ^^ 2 2 ' 

sin*C 
d'où on déduit 

cosC=— — •- = — tang - tang - 1 

cot-cot- 
2 2 

Cette dernière équation conduit aux deux suivantes : 

. a\ b 

sin — sm — 

^ 22 

I + COsC=;l — ,. 

a 

COS -^08- 
2 2 

X 4 
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. a . b 
sm — 8m — 
I — co$c=5i+ 1; 

V a b 

COS - C08 - 



et par conséquent 



1 — cosC .C <x- 

-, ou tang* — = cos 



i+cosC ° a 3 



a+6 

COS 

2 



Cette Taleur substituée dans Inéquation (i). donne 

C ^+B . C 

tang— tang = tang'.— 5 

donc u^+B—d 

c'est-à-dire que dans tous les triangles spKéri* 
ques qui ont deux c6tés donnés aetb , et le 
troisième à volonté, le plus grand est celui dan» 
lequel l'angle C compris entre les deux côtés don- 
nés, est égal à la somme des deux autres u4 et B. 
( frayez Géométrie de Legendre, p. 254<^7 , troi* 
«ième édit. ) ^ 

Problème second. 

Soient a^b^ deux c6tés donnés d'un triangle 
sphérique très-peu différent dego ^ ^ on propose de 
déterminer Tangle C compris entre ces deux c6tés^ 
par le moyen des trois a^ byC. 

Si Les deux côtés a et b étoient exactement 
de go^ , l'angle C seroît mesuré ,'par l'arc c : donc 
aetb différant très-peu de oo®, l'angle C aura pour 
mesure un arc très-peu dif^rent de c. Soit le côté 
«=90=1=*, le côté b=QOz±zli , et l'angle C=c=fc«î 
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€tet0 étant deux arcs très-petlts , de deux ou trois 
degrés au plus. 

On a par les formules connues de la Trigonomé- 
trie sphérique , 

COSC — COs(ûO + ct)cOs(QO + i0 ) 
C03(c+X) = r— : ^- — r^- ^-^- ^ 

sm (90+ *) • sra (90 + le) 

cosc— siUttsiniS cosc 
= =: ■ tangfle.tangi8. 

COSrt.COSjg COSflCCOSjS 

Servons-nous de la formula^du ( n* 97 ) pour dé- 
velopper le premier membre de cette fonction 
selon les puissances de jt ^ et le second selon les 
puissances de 0e et jS. 

Nous observerons l^ que x^^a^^ étant des quan< 
tités très-petites , nous pourrons ne prendre que les 
fonctions primes et secondes; 2\ que x étant du 
second ordre par rapport à « et i8 ^ en ne poussant 
le développement que jusqu'à la fonction prime du 
premier membre , il faudra développer jusqu'à la 
fonction Seconde du second membre. 

Remarquons encore que at , «, j0 devant être sup« 
posés zéro dans les fonctions dérivées , les termes 
multipliés par sîn <e, sin jS ^ tang «^ tang jS, s'éva- 
nouiront. Cela posé , 

Le premier membreT développé jusqu'à la fonc^ 
tion priiçe deviendra ' 

cos c -— :» sîn c. 

Dans le second membre ^ F {a y fi) se réduira à 
cos c , et Ton aura ensuite '* 

^ , ^ / cos c sin «e tang \ 

^ ' ^ \cos*«cosi8 cos*« / 

•, , N - / COS c sin fi tang a \ 
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_.r(«,^) = — cosc, 

— '"..(«, /8) = — co«<? » 

On aura donc 

jr = : 

Sine 

(ce+ Jgx V 1— ;- cos cv / ^ — /g y*/ i+ces^v 
A/\ânc/ VQ/Vrinc-^ 

zfrp^tang^c — y'cot-e, 

en faisant = P> =y» {Gécméirie dm 

Legendre ,p. 46%, troisième édiU ) 
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dénominateuB deviennent zéro , diacon séparément , 19^. 
Usage du calcul différentiel n^onr résoudre une fraction 
rationnelle en fractions simptes ,, 1 9S 

Calcul intégral. 

Notions générales , 212 

De l'intégration des quantités- difi^rentieUes- qui n'ont 

qu'une variable , a ï5 

Intégration des ^entités monômes ,. 21^ 

Intégration des quantités binômes, '^ ^9^ 

Intégration des fractions rationnelles ,. ^a^ 

Bléihodepour ramener une différentielle proposée àquél- 

qu'autre différentielle que l'on sache intégrer , ^ ^f 

méthodes pour intégrer par approximation les formulea 

qui ne peuvent Tétre en rigueur, a4& 

Intégration des fonctions différentielles qui renferment 

des logarithmes ou des exponentielles , aSo 

Intégration des fonctions différentielles qui renferment 

des arcs de cercle, des sinus^ des cosinus, .des tan« 

gentes , &c. - ^56 

Application des méthodes précédentes, aux quadratures, 

aux rectifications , i la recherche des surfaces des ao*- 

lides , de révolution , et des solidités ^ »^o 

De la rectification des courbes ^ ^8^ 
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TABLE- 3fô 

I>es sarfaces courbes dea solides de révolution, 293 

De la cubature des solides de révolution ^ 299 

De l'intégration des di£Pérentiellesà plusieurs variables, 3o2 
De Pintégratil^n des équations différentielles en les roulti- 
pliant par un fecteur qui les rende des différentielles 
exactes, 3iô 

De la mëtbode inverse des tangentes^ 3 1^ 

Problèmes relatifs a la Trigonométrie sphérique, 32S 



FIIÏ D£ LA TA2LX. 



■'^ 



■ / 






E R R ^ T ^. 

b — — a — — 1 

Page i6 , ligne ao , iV= — — ; Usez _- . 

Page 3i > ligne ao» S. 3; Zue^ 2. jt. 

Page 36 , dans le n®. a66 , par-tont où U y a n aa dénomina« 
tenr , Zûes n + 1 . ( essentielle. ) 

Page 57, Ugne 07, arf.f -^j ; Useza.d.l^^h 

d oc 
Page 6o,ligne89&iIx;/Me£& ^77=^- 

Page 71 , ligne a3, kgy = log X; /ïj«a = x log X 

sin* X ,. rfx 

Page 74, ligne 11, — —= — : usez r-r— . 

Page 97 » ligne i5 , de la continuité ; £^e£ de continnité* 







Page 98, lignerai, /wez — = 5*. 

Page 106, ligne 14, (y— c)*a=;/we*(y — i)*a=. 

Page 107 > ligne aa, effacez le signe = entre les deux ter- 
mes , et mettez une virgule. 

Page 139 y ligue 4 , — sm ; Usez = sm . 

Page £i£d. ligne 5, 7 — &c. //^ea ç =• 

Page i3a , ligne i4 , d*abscisses rentrantes*, lisez d'abscisses j 
dans les courbes rentrantes. 

d Cl 

Page i4o , ligne i4, sin ^ =— ±:... lisez 7^.. 

dy dy 

Page i57,lîgne6, d.-y- = — 5 Usez-y^ = — 8cc. 
dx ax 

dx ,. dX 
Page 168 1 ligne 3o, n — ; hsezn -r^r. 

Page 173, ligne 10, +a ^a?; lisez •j;' a S os 

Page ibid. ligne dernière, même faute. , . 

Page 174, ligne 8, JB, C,J)\ lisez B, c, F. 




aP 

Page 177 , ligne 29 , a: + — x\ Usez a?* -f-... 

Page 191 , ligne io, + j— ; iwca X j-* 

Page ihid, ligne lo, + T^» '*^ea j— 5. 

Page 19a, ligne 16,7+; lisez i+. 
Page ao2 ,• ligne 1 g ; ^ -4 (p+9 *) *> ''^^ ""-^ — 1 &c« 
Page îM)4, ligne 4, p = i , 9 = — 1 ; lisezp=r — 1,^=+^ 
Page 2o5 , ligne a , déterminer'; lisez on déterminera. 
Page 2069 ligne dernière; 3^ ; AVes sin 5^. 

Page ai2; ligne i4» de la limite au dernier rapport j lisex 
ou dernier rapport* 

I * *> ' 

Page aa4, ligne a, — — ; X"" 7 ; Kses X^ 7. 



Va$eibid. ligne 4, («+^¥^5 '"^f^ + ^V^- 

Page aaS, ligne lo , lise% log (a? + p ±^ ^.— 1 ) = log r 
+ log(...,) 

Page a37 , ligne 7, x'' ( z+bx^) '"*"* ; /we» x' (a-f-6 . . .) 
Page a38^ ligne i4 » si m > «; /ûes < «. 

Page 259, ligne 3 , -f- -^H- /Vif ^ ; /w#« + ^^— ^/. • .^ 



^. B. Le Cours de Mathématiques de P. Tèdenalt 
est composé ainsi qu^iî suit : 

I. Leçons Elémentaires d* Arithmétique et d'Algèbre^ i yol. 
iii-8. 4fr. 

II. Leçons Elémentaires de Géométrie et de Trigonométrie , 
1 vol. m-8. avec lo planches , 5 fr. 

III et IV. Leçons Elémentaires de Mathématiques, 2* part, 
contenant un Supplément aux Elémens d* Algèbre , Fap- 
plication de l'Algèbre à la Géométrie « et les principes 
du Calcul Différentiel et du Calcul Intégral , a vol. m-8. 
avec 6 planches ». 8 fr. 

Ces deux derniers volumes m se vendent pas séparément. 
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